4. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI BCA


Mějme pravidlo pro i-tou buňku, kde i = <1, n> aditivního celulárního automatu délky n dáno rovnicí 


ai (t+1) = cil ai-1(t)  (   cii ai(t)  (   cir ai+1(t)                     (4.1)


Může tedy jít o jakékoliv ze 16 aditivních pravidel, viz kap. 2. Doprovodná matice tohoto celulárního automatu s nulovými okrajovými podmínkami je


� VLOŽIT Equation.2  ���                      (4.2)


Platí totiž  c1l = cnr = 0. Pro jakoukoliv kombinaci lineárních pravidel tedy můžeme sestavit doprovodnou matici příslušného celulárního automatu. Matice tohoto tvaru se nazývá trojdiagonální matice. Homogenní aditivní celulární automat s pravidlem 


ai (t+1) = cl ai-1(t)  (   c ai(t)  (   cr ai+1(t)                      (4.3)


má doprovodnou matici v následujícím tvaru 


� VLOŽIT Equation.2  ���                                     (4.4)


Pro hybridní aditivní CA (LHCA) délky n s pravidlem 90/150 s nulovými okrajovými podmínkami má doprovodná matice tento tvar: 


� VLOŽIT Equation.2  ���                             (4.5)


kde ci = 1(0), když buňka i má pravidlo 150(90), nebo naopak. Vektor pravidel je zde < c1, c2, c3, ... , cn >.


Bude nás zajímat, jak se zjistí, zda CA má cyklus maximální délky, tedy zda má vlastnost periodicity. Zjištění periodicity celulárního automatu je ekvivalentní nalezení nejnižší mocniny p, p > 0 jeho doprovodné matice T takové, že T p = I, kde I je jednotková matice. Jak ale ukážeme dále, není číslo p obecně délkou nejdelšího cyklu celulárního automatu.


Známý teorém z maticového počtu říká, že každá matice M vyhovuje své charakteristické rovnici g(x), tedy g(M) = 0. Když g(x) dělí dvojčlen 1 ( x p, pak M je kořenem I ( X p, protože je kořenem jeho činitele g(X). Tedy když g(x) dělí dvojčlen 1 ( x p, pak M p = I. Naopak je-li g(x) nerozložitelný, pak dělí každý polynom, který má s ním společný kořen M, a bude dělit 1 ( x p, když M p  = I.


Příklad 4.1. 


Matice (3.2) odpovídá hybridnímu celulárnímu automatu (LHCA) s cyklem maximální délky, viz tab. 2.1. Budeme postupně hledat mocniny této matice.
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Matice T až T 15 jsou lineárně nezávislé, mocnina T 16 je na nich již lineárně závislá. Uvedená množina matic tvoří konečnou cyklickou grupu. (Konečná cyklická grupa má konečný počet prvků, asociativní operaci násobení, neutrální resp. jednotkový prvek, a ke každému prvku existuje prvek inverzní.) Všechny prvky cyklické grupy lze vyjádřit pomocí různých mocnin jistého prvku grupy, tzv. generátoru grupy. Vzhledem ke konečnému počtu prvků cyklické grupy se mocniny generátoru grupy cyklicky opakují a tvoří tak periodickou posloupnost prvků grupy. Perioda opakování se nazývá perioda cyklické grupy.


Pro i-té mocniny doprovodné matice T i, i >1 budeme hledat jejich charakteristické polynomy. Pro T 2  najdeme (2 = x2 ( 1, pro T 3 najdeme (3 = x ( 1 atd. Vidíme, že mocniny doprovodné matice T i mají různé charakteristické polynomy. Nejde tedy o doprovodné matice podobných nebo izomorfních celulárních automatů. Mocniny doprovodné matice T i zde representují lineární transformaci stavu CA pro i časových kroků.


Budeme-li vyšetřovat vlastnosti součinů i-tých mocnin doprovodné matice T i, zjistíme další zajímavé vlastnosti. Vytvoříme např. postupně součiny mocnin matic T 2, T 3,  atd. 


Příklad 4.2.
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Dále již budeme psát pouze symboly součinů mocnin doprovodných matic, které tvoří cyklické grupy. Uvedeme příklady s postupnými součiny třetí, čtvrté a páté mocniny doprovodné matice.
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Vidíme, že i celulární automaty odpovídající mocninám doprovodné matice T vykazují cyklické chování. Mocniny T 2, T 4,  T 8 atd. mají dokonce cyklus maximální délky. Jsou to ovšem celulární automaty se zobecněným sousedstvím. Vidíme, že nejde o von Neumannovské sousedství.


Z teorie posuvných registrů s lineárním zpětnou vazbou LFSR (Linear Feedback Shift Register) je známo [GOLO82], že posuvné registry, jejichž zpětnovazební resp. charakteristický (generující) polynom je primitivní, generují v autonomním režimu pseudonáhodné posloupnosti s maximální délkou cyklu. Primitivní polynom je nerozložitelný polynom r-tého stupně sestrojený nad konečným tělesem GF(2), který je dělitelem dvojčlenu xp ( 1 stupně p = 2r - 1 a  žádného dvojčlenu nižšího stupně. Primitivní polynomy jsou tabelovány [PETE61].


Zde je zřejmá úzká souvislost mezi celulárními automaty a posuvnými registry LFSR. Značná podobnost existuje i mezi jejich maticovými popisy. Můžeme si ověřit, že hybridní celulární automaty s maximální délkou cyklu sestavené podle konstrukčních pravidel uvedených v tab. 2.1 mají charakteristické polynomy rovněž primitivní. Problémem zůstává, že celulární automaty s maximální délkou cyklu se vyhledávají zkusmo. K hlavním řešeným otázkám patří, jak nalézt hybridní CA 90/150 s primitivním polynomem, jak nalézt CA pro zadaný primitivní polynom, a zda existuje CA s nulovými nebo cyklickými okrajovými podmínkami, který má primitivní charakteristický polynom. 


  Není zcela nezbytné, aby CA měl pouze jediný cyklus maximální délky. Za uspokojivý považujeme též případ dostatečně nízkého počtu cyklů, které pokrývají všechny nenulové stavy. Celulární automat pak můžeme nepříliš nákladnými dodatečnými úpravami přepínat z jednoho cyklu do druhého, viz obr. 4.1.
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Obr. 4.1. Přepínání mezi cykly CA





Tvoří-li všechny stavy CA s vyjímkou nulového stavu jeden nebo více cyklů, nazývá se pak tento automat grupový CA. Platí následující věta:


Věta 4.1. CA je grupový CA právě tehdy, když T p = I, kde I je jednotková matice a p je přirozené číslo.


Důkaz. 


Stav CA po p krocích se získá p-násobnou aplikací doprovodné matice T na počáteční stav, tedy vynásobením počátečního stavu maticí T p. Je-li T p jednotková matice, znamená to, že CA se dostal do stavu shodného s počátečním, a je to tedy grupový CA.


Příklad 4.3.


Máme homogenní aditivní CA s pravidlem 90, délky n = 4, nulové okrajové podmínky. Budeme hledat mocniny jeho doprovodné matice. 
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Jednotkovou matici I jsme dostali jako šestou mocninu matice T, třetí mocnina je matice s jedničkami ve vedlejší diagonále. Graf přechodů tohoto celulárního automatu je na obr. 2.6. Vidíme, že CA má čtyři cykly s délkami l0 = 1,  l1 = l2 = 6,  l3 = 3. Mocnina p = 6 tedy odpovídá délce dvou nejdelších cyklů. V příkladech 4.1 a 4.2 vznikla jednotková matice jako mocnina T  15. 


Pomocí simulací bylo zjištěno cyklické chování i u dalších CA, které nemají lineární pravidla. Přehled pravidel CA, která vedou při nulových, nebo cyklických okrajových podmínkách na cyklické chování je uveden v tab. 4.1.


Velká pozornost byla věnována studiu vlastností hybridních celulárních automatů s pravidly 90/150. Jsou k dispozici následující poznatky. Pro libovolnou hodnotu n, n ( 3 existuje hybridní CA 90/150 s nulovými okrajovými podmínkami, který má maximální délku cyklu [HORT90M]. Dále je dokázáno [NAND96], že neexistuje hybridní CA 90/150 s cyklickými okrajovými podmínkami, který má primitivní charakteristický polynom (a tedy i cyklus maximální délky). Je zřejmé, že by bylo velmi významné, kdybychom byli schopni nalézt efektivní metodu, jak pro zadaný primitivní polynom sestavit odpovídající doprovodnou matici hybridního celulárního automatu, resp. jiného CA s maximální délkou cyklu. 








Tab. 4.1. Pravidla CA realizující cyklickou grupu pro nulové i cyklické 


okrajové podmínky





Pravidlo�
Rovnice�
Okrajové podmínky�
Délka n�
�
204�
ai(t)�
všechny�
všechny�
�
51�
a’i(t)�
všechny�
všechny�
�
60�
ai-1(t) ( ai(t)�
nulové�
všechny�
�
195�
[ai-1(t) ( ai(t)]’�
nulové�
všechny�
�
102�
ai (t) ( ai+1(t)�
nulové�
všechny�
�
153�
[ai (t) ( ai+1(t)]’�
nulové�
všechny�
�
90�
ai-1 (t) ( ai+1(t)�
nulové�
4,6,8, ...�
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165�
[ai-1 (t) ( ai+1(t)]’�
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4,6,8, ...�
�
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ai-1 (t) ( ai(t) ( ai+1(t)�
nulové�
4,6,8, ...�
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[ai-1 (t) ( ai(t) ( ai+1(t)]’�
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�
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a’i-1(t) ( [a’i(t) ( ai+1(t)]�
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�
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ai-1(t) ( [ai(t) ( a’i+1(t)]�
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5,7,9, ...�
�
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a’i-1(t) ( [ai(t) ( a’i+1(t)]�
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5,7,9 ...�
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Základní přístup k řešení tohoto problému je prohledávat prostor matic 90/150. Víme, že to jsou trojdiagonální matice ve tvaru (4.5). Bude ovšem důležité omezit co nejvíce prostor hledání pomocí dalších pravidel. V [SERR90] je uveden důkaz následující věty.


Věta 4.2. Počet k jedniček v diagonále matice M typu 90/150 rozměrů n x n splňuje podmínku


k ( (b1 + 2b2 + 2(n - 1)) mod 4,      		 (4.6)


kde b1, b2 jsou pořadě koeficienty u členů xn-1, xn-2 charakteristického polynomu matice M. 


Tato věta tedy umožňuje omezit prostor hledání pouze na matice splňující podmínku (4.6). Druhý princip využívá toho, že pravidla 90/150 jsou záměnná, že tedy ve vektoru pravidel HCA můžeme zaměnit přiřazení pravidel symbolům 1/0. Výsledné celulární automaty jsou totiž shodné. Ze dvojice matic, které odpovídají vzájemně inverzním vektorům pravidel stačí tedy vyšetřovat pouze jednu. Syntéza LHCA je popsána v kap. 6.
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