13. GENEROVÁNÍ OPRAVNÝCH KÓDŮ


Využití CA pro generování opravných kódů je slibné, protože obvodová struktura celulárních automatů splňuje kritéria jednoduchosti, pravidelnosti a kaskádovatelnosti a je tedy pro implementace využívající VLSI výhodná [CHOW94]. 


Nechť I je k-bitové informační slovo i0, i1, ... , ik-1, ke kterému přidáme n-k kontrolních bitů c0, c1, ... , cn-k-1, takže vznikne kód (n, k, t), kde t je vzdálenost kódu. (Pozn. Použití symbolů respektuje značení běžné v teorii kódů.) Princip tvorby opravného kódu je naznačen na obr. 13.1.
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Obr. 13.1. Generování kontrolních bitů


Počáteční stav CA se nastaví na vstupní informační slovo a pak CA provede p kroků. Hodnota p záleží na počtu bitů, které chceme kontrolovat nebo opravovat. Blok kompresní logiky fc generuje z  k-bitového stavu CA  n-k  kontrolních bitů. Funkce fc zpracovává buďto jednu mocninu T p[I], nebo několik mocnin T p1[I], T p2[I], ... , kde T  je doprovodná matice CA a p, p1, p2 jsou přirozená čísla. Kódové slovo tedy je


			C = I, fc (T p[I]),            		             (13.1)


pracuje-li se s jednou mocninou, nebo


		C = I, fc (T p1[I], T p2[I], ... ),            		             (13.2)


pracuje-li se s více mocninami a můžeme jej zapsat jako


		{i0, i1, i2, ... , ik-1, c0, c1, c2, ... , cn - k -1}	       	     (13.3)


Následující příklad ilustruje vytvoření kódu (8, 4, 4), tedy pro n = 8, k = 4, t = 4. Protože n-k = k, kompresní logika odpadá a platí  fc (T p[I]) = T p[I].


Příklad 13.1. Pro generování kódu (8, 4, 4) použijeme LHCA délky 4 s pravidly (90, 150, 150, 90). Po nastavení počátečního stavu podle informačního slova provede automat p = 2 kroky a jeho stav udává hodnoty kontrolních bitů. Výsledné osmibitové kódové slovo je


		C = I, T 2[I] = i0, i1, i2, i3, c0, c1, c2, c3


Protože nebyla požadována kompresní logika, má vytvořený kód stoprocentní redundanci. Následující teorém uvádí základní požadavky na doprovodnou matici CA.


Teorém 13.1. CA s doprovodnou maticí T generuje kód se vzdáleností t, pokud pro jisté přirozené p mocnina T p splňuje následující podmínku: pro všechna přirozená i, 0 ( i ( t obsahuje sloupcový vektor součtu jakýchkoliv i sloupců T p braný po bitech v každém řádku alespoň (t - i) jedniček. 


Důkaz: Nechť I1, I2 jsou dvě různá informační slova a T p splňuje podmínku teorému 13.1. Potřebujeme dokázat, že vzdálenost jejich dvou kódových slov dist(C1, C2) ( t, přičemž obě kódová slova mají tvar podle rovnice 13.1. 


Nechť dist(I1, I2)  = i, tj. I1 a I2 se liší v  i bitech. Tyto bitové pozice označíme  n1, n2, ... , ni. Pokud i ( t, není co dokazovat. Proto předpokládejme, že i ( t.


V T p uvažujme součet sloupců  n1, n2, ... , ni  po bitech. Součet musí obsahovat alespoň  t - i  jedniček, protože T p splňuje podmínku teorému. 


Nechť nenulové pozice součtu jsou r1, r2, ... , rl - i, ... , rj. Uvažujme nyní bitovou pozici r1 ve vektorech T p [I1] a T p [I2]. Označíme tyto bity pořadě b1, b2. 


		b1 = tr1,1 I11 + tr1,2 I12 + ... + tr1,k I1k    		     (13.4)


		b2 = tr1,1 I21 + tr1,2 I22 + ... + tr1,k I2k                       (13.5)


kde Iij označuje j-tý bit v Ii  a  ti,j  = T ij p.


Z (13.4) a (13.5) dostaneme


	b1 + b2 = tr1,1 (I11+ I21) + tr1,2 (I12+ I22) + ... + tr1,k (I1k+ I2k)


Nyní  
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Tedy 


		b1 + b2 = tr1,n1  + tr1,n2  + tr1,n3  + ... + tr1,ni  = 1, protože bitový součet ve sloupcích n1, n2, ... , ni  je 1.


Proto se r1-té bity ve vektorech T p [I1] a T p [I2]  liší. Obdobně můžeme dokázat, že se T p [I1] a T p [I2] liší v  r2, ... , rl - i, ... , rj  bitových pozicích. Tedy  dist(T p [I1], T p [I2]) ( t - i. Rovněž platí dist(I1, I2)  = i. Složením těchto výsledků dostaneme dist(C1, C2) ( t. 												Q.E.D.


Důsledek: CA bude generovat kód (2k, k, 4) v  p krocích, pokud T p splňuje následující podmínky: 


a) každý sloupec v T p obsahuje alespoň tři jedničky,


b) každé dva sloupce v T p se liší alespoň ve dvou pozicích,


c) součet jakékoliv trojice sloupcových vektorů T p po bitech je nenulový vektor.


Důkaz vyplývá z teorému 13.1.


Je známo, že matice T grupového CA je regulární, tj. det T = 1. Z toho vyplývá, že pro libovolné přirozené p > 0  je T p rovněž regulární. 


Následující teorém určuje spodní mez p kódu (2k, k, t) generovaného pomocí CA délky k. Důkaz vyplývá přímo z vlastností doprovodné matice CA [CHOW94].


Teorém 13.2. Když CA délky k generuje kód (2k, k, t) v  p  krocích, pak  p ( t - 2. 


Omezíme se nyní na případ, kdy matice T p splňuje podmínky teorému 13.1. Chceme vybrat matici T  tak, aby t = 4, tedy abychom získali kód pro opravu jedné chyby a detekci dvou chyb (SEC-DED).


Příklad 13.2. Uvažujme LHCA délky 4 s pravidly <90, 150, 150, 90>. Jeho doprovodná matice a její druhá mocnina jsou:
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kde index 4 označuje délku CA. Je zřejmé, že T 24 splňuje podmínku Teorému 13.1 pro t = 4. Tento CA tedy generuje kód se vzdáleností 4 pro p = 2, tedy (I, T 2[I]) tvoří kód (8, 4, 4).


Pro k ( 4  se může doprovodná matice Tk LHCA generujícího kód (2k, k, 4) konstruovat rekurzívně z Tk--1 podle následujícího pravidla: 
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Vysoká redundance kódu (2k, k, 4) se může snížit na základě následujícího teorému.


Teorém 13.3. V kódu (2k, k, 4) můžeme kontrolní bity Ci, Cj a nahradit jejich součtem Ci ( Cj za předpokladu, že matice T 2k  splňuje následující dvě podmínky:


1) řádky i, j nemají jedničky ve stejných sloupcích, a


redukovaná matice získaná z matice T 2k  náhradou řádků i, j jejich vektorovou 


     lineární kombinací splňuje podmínky důsledku teorému 13.1.


Důkaz vyplývá přímo z teorému 13.1.


Aplikujeme-li tedy teorém 13.3  r-krát na kód (2k, k, 4), dostaneme redukovaný kód (2k-r, k, 4). 


Příklad 13.3. Uvažujme případ k = 8, t = 4. Podle rekurzívního pravidla sestrojíme doprovodnou matici T8  a její druhou mocninu T 28  pro LHCA délky 8, který generuje kód (16, 8, 4).
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Náhradou řádků 7 a 3, a dále 0, 5 a 1 jejich lineárními kombinacemi redukujeme počet kontrolních bitů z 8 na 5 a dostaneme tak kód (13, 8, 4). Vyjdeme-li od matice  k x k, dostaneme redukcí generující matici H´ rozměrů (n - k) x k.
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Matice H´ generuje kontrolní bity kódu SEC-DED podle vztahu C = [H´][I], tj. H´ = fc([T p]), kde p = 2. Z generující matice můžeme snadno zjistit, že odvozený kód pro 8 informačních bitů vyžaduje 11 dvouvstupových členů XOR, zatímco Hammingův kód vyžaduje pro stejnou délku bloku těchto členů 21.


LHCA pro generování kódů se vzdáleností 4 a pro vzdálenosti 5 až 9 jsou uvedeny v tab. 13.1 a 13.2 pořadě.


Tab. 13.1. LHCA pro kódy se vzdáleností 4


Počet inf. bitů (k)�
Počet kontrolních bitů (n - k)�
Pravidlo LHCA�
�
4�
4�
<90, 150, 150, 90>�
�
5�
5�
<90, 150, 150, 90, 102>�
�
6�
5�
<90, 150, 150, 90, 102, 90>�
�
7�
5�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102>�
�
8�
5�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
�
12�
6�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�
16�
8�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�
20�
9�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�
24�
10�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�
28�
12�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�
32�
13�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
�






Tab. 13.2. LHCA pro kódy s větší vzdáleností


k�
t�
n-k�
Pravidlo LHCA�
Mocniny T�
�
7�
5�
9�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102>�
T + T 2�
�
8�
5�
9�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
T + T 2�
�
16�
5�
12�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
T + T 2�
�
32�
5�
17�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
T + T 2�
�
8�
6�
11�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
T 2 + T 3+ T 4�
�
8�
7�
14�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
T 2 + T 3+ T 4+ T 5�
�
16�
7�
18�
<90, 150, 150, 90, 102, ... , 102, 90>�
T 2 + T 3+ T 5�
�
8�
8�
14�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
T 3 + T 5+ T 6�
�
8�
9�
18�
<90, 150, 150, 90, 102, 90, 102, 90>�
T 2 + T 3+ T 5+ T 7�
�
Pro dekódování kódu a analýzu syndromu je zapotřebí vrátit se k neredukované doprovodné matici LHCA generujícího opravný kód. Postup dekódování syndromu a oprava chyb má standardní formu, známou z teorie opravných kódů [LINS83, PETE61].
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