5. SOUVISLOST MEZI LFSR A LHCA


Lineární hybridní celulární automaty LHCA a posuvné registry s lineárními zpětnými vazbami LFSR tvoří skupinu strojů s lineárními zpětnými vazbami (linear finite state machines - LFSM), neboli zkráceně lineárních strojů. My si nyní všimneme souvislostí mezi uvedenými dvěma typy lineárních strojů.


Na příkladě si nejdříve připomeneme maticový popis posuvných registrů s lineárními zpětnými vazbami LFSR. Základní dvě uspořádání LFSR jsou na obr. 5.1. Zapojení s vnitřními XORy označíme jako LFSR typu 1, zapojení s vnějšími XORy označíme jako LFSR typu 2.
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a) LFSR typu 1
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b) LFSR typu 2


Obr. 5.1. Základní typy LFSR


Doprovodné matice těchto dvou zapojení jsou pořadě
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Binární koeficienty charakteristického polynomu s výjimkou jedničky u členu s nejvyšší mocninou, tedy u členu x4 najdeme v matici A v pravém krajním sloupci (čteme je odspodu nahoru), v matici B v nejnižším řádku (čteme je zprava doleva), tedy (1)0011. Charakteristický polynom je tedy u obou zapojení shodný, a to  x4 (  x ( 1.


Pro další výklad potřebujeme některé definice.


Definice 5.1 [DEML82]: Minimální polynom matice M je definován jako polynom nejnižšího stupně, jemuž vyhovuje M.


Definice 5.2 [SERR90]: Matice se nazývá neoslabená, když její charakteristický a minimální polynom jsou totožné.


Definice 5.3  [DEML82]:  Nechť  M, N jsou čtvercové matice. Říkáme, že matice M je podobná matici N právě tehdy, když existuje regulární matice P taková, že


 N = PAP-1,                                                     (5.2)


kde P-1 je matice inverzní k P.


V [SERR90] jsou rovněž dokázány následující teorémy, které tu uvádíme bez důkazu.


Teorém 5.1: Je-li charakteristický polynom g(x) nerozložitelný, pak m(x) = g(x), kde m(x) je minimální polynom matice M, jejíž charakteristický polynom je g(x).


Zatímco dvě podobné matice mají stejný charakteristický polynom [DEML82], neplatí obecně, že dvě matice, které mají stejný charakteristický polynom si jsou vzájemně podobné.


Teorém 5.2: Mají-li dvě matice A a B stejný charakteristický polynom g(x), který je nerozložitelný (nebo primitivní), pak A je podobná B a naopak.


Teorém 5.3: Jednorozměrný aditivní CA a LFSR se stejným nerozložitelným (nebo primitivním) charakteristickým polynomem jsou izomorfní.


Teorém 5.4.: Jsou-li dvě matice A, B podobné neoslabené doprovodné matice, pak jejich grafy přechodů mají stejnou cyklickou strukturu a liší se pouze pojmenováním stavů.


Důsledek: Pro zadanou neoslabenou doprovodnou matici A (5.1) existuje taková invertovatelná matice P, že platí [SERR90]: 


P-1 A P = B                                   		 (5.3)


Protože matice B je podobná matici A, obě matice mají stejný charakteristický polynom. V uvedeném příkladě je to primitivní polynom x4 ( x ( 1. Hybridní celulární automat s cyklem maximální délky podle obr. 3.1 má doprovodnou matici T popsanou rovnicí (3.2). Rovněž matice T (3.2) má primitivní charakteristický polynom x4 ( x ( 1. Můžeme se přesvědčit, že i LFSR typu 1 i 2 mají cyklus maximální délky. 
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Obr. 5.2. Struktura LFSR typu 1 a LHCA a jejich doprovodné matice


Jako ilustraci teorému 5.4 uvedeme následující příklad. Můžeme si ověřit, že charakteristickému polynomu x4 ( x3 ( x 2 ( x ( 1 odpovídá struktura LFSR typu 1 i hybridního CA podle obr. 5.2. Podobná chování těchto dvou lineárních strojů jsou znázorněná na obr. 5.3. Protože použitý charakteristický polynom není primitivní, ale je pouze nerozložitelný, není graf přechodů tvořen jediným cyklem maximální délky, nýbrž několika cykly.
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a)						b) 


Obr. 5.3. Struktura cyklů a) LFSR typu 1, b) podobného LHCA 
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Obr. 5.4. Stavový diagram LFSR typu 2 (nahoře) a CA (dole)


Máme-li analyzovat chování jistého jednorozměrného hybridního aditivního CA popsaného doprovodnou maticí, musíme v první řadě vypočítat jeho charakteristický polynom. Ověření nerozložitelnosti nebo primitivnosti tohoto polynomu, např. s použitím tabulek nerozložitelných a primitivních polynomů [PETE61] nám stačí k určení cyklické struktury tohoto CA, a tedy i obdobného LFSR. Avšak z odlišnosti pojmenování stavů vyplývá, že posloupnosti stavů jsou různé. Typické stavové diagramy LFSR typu 2 a CA jsou na obr. 5.4. Časová osa je vodorovná.


Vidíme zde základní vlastnost LFSR typu 2. Protože zapojení funguje jako posuvný registr, odebíráme ze všech n stupňů stejné posloupnosti, které jsou časově posunuté. Uvažujeme-li dvojici stupňů vzdálených prostorově o d pozic, jsou posloupnosti generované v těchto stupních časově posunuté o d časových kroků. Tato vlastnost je v případě použití LFSR jako generátoru testovacích vektorů značně nevýhodná. Uvažujme jednoduché hradlo NAND CMOS se vstupy A, B, viz obr. 5.5. 
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Obr. 5.5. Člen NAND CMOS


Při přerušeném vodiči mezi vstupem B a tranzistorem p vznikne paměťový člen, protože pro vstupní kombinaci A = 1, B = 0 výstup plave. Tato situace, kdy se pamatuje poslední výstupní hodnota, se dá testovat posloupností dvou vstupních kombinací 11, 10. Pokud je LFSR zapojen tak, směr posuvu je od A do B, tak požadovaná kombinace dvou kroků nemůže vzniknout, protože hodnota pro vstup A se v následujícím kroku objeví na vstupu B. Proto testovací posloupnost generovaná pomocí LFSR nezaručuje vytvoření úplného testu pro jednoduchý dvouvstupový člen NAND CMOS.


Uvedený problém u celulárního automatu neexistuje. Vzhledem k symetrii obrazce nacházíme shodné posloupnosti pouze u středově symetrických pozic buněk. Prostřední buňka generuje unikátní posloupnost a vybraná polovina buněk CA (na obr. 5.4 např. horní polovina v dolní části obrázku) generuje rovněž unikátní pseudonáhodné posloupnosti.


Chceme-li použít CA jako generátor pseudonáhodných posloupností, pak vzhledem k tomuto zásadnímu rozdílu v činnosti LFSR a CA je zapotřebí vyšetřit pravděpodobnostní vlastnosti posloupnosti stavů CA a LFSR exaktně. Lze očekávat, že i pravděpodobnosti ztráty chyby (aliasing) budou u LFSR a CA použitých ve funkci příznakového analyzátoru různé, viz kap. 8.


Dále je zapotřebí vyhodnotit vlastnosti LFSR typu 1. Protože posuvný registr je zde narušován vloženými členy XOR, lze očekávat, že pravděpodobnostní vlastnosti pseudonáhodných posloupností budou u typu 1 příznivější, než u typu 2.


Zajímáme-li se o souvislost mezi LFSR a LHCA, musíme nejdříve stanovit, zda pro každý polynom stupně n existuje LHCA s n buňkami. Obecně existuje 2n různých polynomů stupně n, protože koeficienty mohou nabývat hodnot 1 a 0. Pro LHCA s n buňkami máme 2n možností, protože každé z n buněk můžeme přiřadit jedno z pravidel, 90, nebo 150. Můžeme si ověřit, že LHCA <01111> má charakteristický polynom x5 ( x 2 ( 1 stejný jako LHCA <11110>. Dále neexistuje LHCA s charakteristickým polynomem  x 2 ( x, ale existují čtyři LHCA, které mají charakteristický polynom  x 6 (  x5 (  x4 ( x 3 ( 1. Jsou to LHCA <001000>, <000100>, <110111> a <111011>. První dva vektory pravidel jsou vzájemně převrácené, třetí a čtvrtý vektor jsou inverzí prvních dvou. Je tedy zřejmé, že mezi počtem polynomů a LHCA není rovnost. 


Omezíme-li se na nerozložitelné polynomy, z
