Na Obr. 25. jc uvedena takovd mnoZina mist TT; odpovidajici mnoZinu ® tvoii silné
o vytaZené hrany. Jind mnoZina mist splnujfc: po#adavek neménného soudtu znadek je mnoZina
{pv P2 pu Ps}.
Popsany zpfisob urfovani mnoZiny II(®) neni dostatujici v plipadé, Ze Petriho s{f obsahuje
hrany s véhou v&tii nei 1. Piikladem mbe byt sit na Obr. 26, kterd jo striktné konzervativoi
Hledand mnoZina P obsahujc viechna mista sit&.

Obr. 25. Petriho sit’ Hustrujicl specifické podmnoZiny mist

Pokusmc se tedy nyni odvodit, co musi platit pro mnoZinu mist II v obecné Petriho sfti.
Mi-li zlistat soudet znatck mist z IT1 C P nezménény pn provcdcm libovolného prechodu 1T,
pak

Obr, 26, Strikind konzervativad Petriho sit’

2 Wp, )= 2 W, p)
pEM pENIl :

Podle Definice 13. je tato podminka ckvivalentni podmince

I ' Sip) = -2 4p) Y- Z Up) + Z 1p) =,

pEYMNTL pErNNT pE«NI pE€i+Nil
kterou lze déle upravit do tvaru:

> £(p) =0 a dokonce do tvaru 2 4p)=0 '
pE(eNI pell - :




Nahradime-li nyn{ mnoZinu_II jcjim charakteristickjm vektorem cp, pak lzc podminku na

mnozZinu mist IT zapsat ve tvaru .
St(p).cn = 0, nebo vektorové tcn = 0.
pEI :

Pokud s¢ soudet znadek v mistech z TI nema zménit pli provedeni libovolného piechodu, pak
podmfnka tcy = 0 musi platit pro vicchny piechody ¢ € T a tudiZ mus platit -

NTen =0,

kde N je matice Petriho sit& N.

Naopak, kaZdé feieni rovnice N'x = 0, které obszhuje pouze sloiky z {0,1} je
charakteristick§m vektorem mnoZiny T1, kterd zachovévd soulet znalek.

Budeme se zabjvat vztaliem i ostatnich feSenf rovnice N'x = 0 k viastnostem urditjch
podmnoZin mist a zavedeme t¥fdu obecnjch invariantd,

L)

Definice 23,

Nechi N = (P, T, F, W, K, My) je Petriho sit. Vektor mist i : P + Z nazjvame P-invariantem
Petriho sité N, jestlize plati N.i = 0. Jestlize i(p) € {0,1} pro vicchna pEP, pak i nazjvéme
bindmim P-invariantem sité N. '

Lemma 2.

Necht i; a i; jsou P-invarianty sit€ N a nechf zEZ . Pak iy+i, a z.i, jsou také P-invarianty
sité N. '

Dikaz:
Je jednoduchym cvilenim z linedrn{ algebry.
. |
Na Obr. 27. jsou uvedeny viechny P-invarianty Petriho sité z obr. 25. Invarianty i, 2 4
jsou binémf invarianty odpovidajici mnoZindm {p,, p» pi} a {1, P2 Pu Ps}:
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Obe. 27, Matice & P-invarianty Potriho sitd z obr, 4.25

~ Zamysleme se nynf nad tim, jakou interpretaci majl nebindm( invarianty; v pledchozim
piikiad® invarianty i a i.. Jestiize pedlivé prohlédneme sit na Obr. 25. zjistime, Zc jedna znalka

»
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v mist& p, odpovidd dvéma znatkim v mist® p; a p; dohromady a podobn€ znalka v misté p,
odpovids dvéma znatkéim rozloZenym v mistE py a ps. Tedy znalky mist P1 a p. maji dvojndsobnou
véhu jako znalky mist p;, ps a ps. UvaZujme proto takto viZeny souet znalek. Pak pro kaZdé
dv¥ znalen{ M, a M,, pro kterd M, [t)M:, ¢ € {1, ..., 15} plati

2M(p1)+2M(p) +My(p2) + M (D) + M(ps) =2MA(p D+ AMAp Y+ My(p) +Ma(ps) +Mofps)
coZ vyjadiuje prﬁvé invariant iy
M,l.is =M20E3 '

Podobné lze z obr. 25. zjistit, % pro kaZdé dostupné znaleni M € [M, ) 2Bstavé v platnosti
vztah ' ' :

M(p;)=M(pg}+M(p;)
co? je podminka odpovidajici poslednimu invariantu i
* Myi, = Mi,

. Koncept P-invariantti souvisi do znatné miry s jiZ zavedenym pojmecm Petrihc sitd
konzervativn{ vzhledem k vihovému vektoru. KaZd§ P-invariant méZe byt povaZovén za obecny
vihovy vektor, v némZ jsou povoleny i zéporné slozky. Na rozdil od pojmu konzervativnosti,
ktery akceptoval poZadavek neménictho se poltu znalek celé sité & podsit, je pojem
P-invariantu obecn&j§{ a odré# urdité podminky systému, které by mély bjt zachovény.

Vénujme déle pozornost nékterym viastnostem P-invariant, ktcré usnadn{ analjzu Petriho
sité. '

Vita 3.

Nech( N je Petriho sit s politeinim znalenim Mo Pak pro kaZd§ P-invariant i sité¢ N a

pro ka#dé dosaZitelné znalenf M € [Mo) plati M = Mol

Dikax: '
Necht M, M, € [M,)a nechi ¢ € T tak, Z¢c M, [t) M, Pak plaii M, = M+t {(Véta 1)
a ti = 0 (protoZe i je invariant). Proto Myi = (M,+).i = Myi+ti = M,i

|

Opalné implikace platk pouze tchdy, mbZe-li bt kazdy piechod sité N proveden alespoii
jednou, tzn. speciéinZ platf pro Zivé sité.

Vita 4,

Nechf N je Zivi Petribo si a nccht i : P~ Z je vektor mist, pro kterf plati
YM € [M,): Mi =M, .

Pak i je P-invariant.

Diikaz:

Stadf dokézat, 3¢ pro kaZdy pfechod ¢ € T plati ti = 0. Nech(tedyr €T a M € [M, ) necht
t je M-proveditelny. Pak M [(YM, Mi = Mi=(M+)i= Mi+ti TudiZ td = 0.
: . =




Je ziejmé, 2= misto, které miZe ziskat neomezeny polet znatek, nemdie pattit Zidnému

kladnému P-invariantu. Této vlastnosti lze vyuift pro analfzu omezenosti Petriho sité,

Definice 24.

Petribo sif N je pa)ayta P-invarianty, jestlie pro kaidé misto pPEP austuje kiadny -

P-mvanant i sit¢ N takovy, Ze jeho sloZka i(p) > 0.

R
Véta 5.

Je-li Petriho sit N pokryta P-invarianty, pak existuje P-mvanant i sfté N, pro kteri
i(p) > 0 pro viechna p € P.

Diikaz:
Podle pi‘edpokladu, pro kaZdé p € P cxistuje invariant i, si’té N, pro ktery i(p) > 0 Podle
Lemmy 2. je i = 3, invariant. Tentd invariant spliiuje podminku i(p) > O pro viechnap € P.

|
Vita 6.

Nechi N je Petriho sit s koneénym poéétcénfm znalenim M, Je i N pokryta P—mvananty,
pak je omezena:

Diikaz:
Nechi g4 € P je libovolné misto sité N a i je P-invariant, pro kiery i(g)>0 a necht’ ME[M.)
PonévadZ

M(g)i(g) < SM(p)i(p) = Mi = Moi @éta 3),
pEP
dostdvime

M(?) = M‘ 1(q)

Opaéné tvizenl k VE&& 6., tj. je-li sif omeczend, pak je pokryta P-invarianty, obecné
neplati

INansiuMe,upIMncpfﬂKmihléhosystému,jlkmohoubﬁpouﬁty
P-invarianty k ovélen! urlitych strukturdinich viastnost! modeju,

Piiklad 12.

Uvalujme mode), kter§ je v operadnich systémech oznalovin terminem “readers and
writers*, Ka#d{ z n procest opersénibo systému mbZe poulivat spolefnou vyrovnévac pamé(
(buffer), aby do nl uréits data zapsal nebo z ni data prefetl. Mé-li byt zajifténa spolehlivost
operatatho systému, pak je nutné pifstup procesd k vyrovnivaci paméti uritym zpbsobem ¥dit.
Pfedpokldejme, Ze sc procesy budou chovat podle téchto pravidel:




Z P-invariantu i, plync pre kaZdé znatenf M € [M,): __
M(py) + kM(p)) + M(py) = Mip)) + kMlp) + Mips) = k

Tedy, p, obsahujc nancjvi¥ jednu znatku, j. vidy existuje nejviie jeden zapisujicl proces.
Obsahuje-li misto p, znalku, pak M{P;)=M(ps)=0, tj. jakmile n&ktery z procesd zapisuje, Zidny
proces neéte. Misto p, mZe obsahovat maximélné k znalek, tj. maximilné k procesd &te
simulténné z vyrovndvaci pam&ti. Jestlize 24dny z procest nette, M(p,)=0, pak p, miZe obsahovat
k znadek a pak je synchronizani misto p; prazdné.

Na zéklad® tichto faktdh mbZcme dokizat nasledujfcl tvrzeni:

Tvrzeni:

Petriho sit na Obr. %8. s uvedenym potitednim znadenim a s kapacitami mist
Kp) =nproi€ {013}, K(p) = 1aK{p) = Klps)) = k

je Ziva.
Dikaz:

Specifikované kapacity K(p), i€{0, ... ,5}, jak jsme jiZ ukdzali, ncovlivni Zivost sité. Provéiime
déie, zda pro kaidé znaleni M € [M,) je M-proveditclny alespoii jeden piechod. V pfipadd
M(p)+M(p)+M(p) > 0 vidime z grafu sitd, Z¢ mbZe byt proveden alespoii jeden z prechodb
1, 1y & nebo 1, Jestlize je M(p)+M(py)+M(p)) = 0, pak z i, plync M(p)+M(p)) = n a zi,
plyne M(p;) = k. Tedy 1, neba ¢, jsou proveditelné. Nyni, jestlize pq je prizdné pro n&jaké

- ME[M, ) pak mbZe ziskat znatku v nisledujicich krocich. Z toho plync Zivost pfechodd fy a t.

Zivost ostatnich pfechodd pak plyne zcela zjevné. .
|
4.2, T-invarianty
Nynf se budeme zabyvat Tefenim soustavy rovnic tvaru:
' Nx =19

* Pledpokikdcjme, 3¢ vektor & : T - N je takovym fedenim. Jestlize jo moZné, potinaje

urtitym znalenim M, provést kaddy pfechod ¢ presné u(r)-kréit, pak opét ziskime znaleni M.

Skutetng, ncchi ¢, je charakteristicky vektor mnoZiny {t}, t€T, pak t = N, Jestlite M,

[1} M, pak M,+} = M, (Véta 1.). Podobné, jestlize M, {t,) M, [6:) M, pak My+5+h = M a

tedy My+Nc, + Ne, = My+(c,+c)) = M, Obecng, tdiZ, pro M, M, [&) ... )M,
dostévime: |

i A x
M, = M,-i-z‘r, -M.-l;%ﬁ.cq =M.+Ij;E:c,, = M +Nu

~Tento dbleZity fakt vyjadiime vétou :




. Va7l

Nechi N = (P T, F, W, K, My) je Petriho sxf a nech! M, M, ..., My € [My)
at,t, .., €T, pficemZ

| M, [0) M, [) .. [a)Mk
Nech{ vektor u : T —» N je definovén takto :
u(t) = |{i: =t A 1sisk}]

Pak Mo'*‘H.“ = Mk'

Opak véty 7. obecné ncp[atf,‘ protoZe pro provedeni vypoletn{ posloupnosti odpovidajici
vektoru u je tieba dostatcéného poftu znafek a dostateénd volné kapacity mist.

-

Vétn 8.

L

'Necht N je Petriho sit N = (P, T, F, W, K, M), pro kterou K(p) = w pro viechna pEP.
Necht M, M: P -+ Z jsou dvé& znaten( a nechf u : T - N je vektor. Pak M+Nu = M tehdy
a jen tchdy, jestlize cxistuje M : P~ N a piechody 4, ..., s € T takové,

e (M+M") [t) ... [t) (F+M?) a pro viechna ¢ € T je u(f) = |{i : 4=t A 1sizk}].

Dikaz:
(a)" «"“

Je tvrzenim véty 7.
(b) L] = ﬂ: l
_ Provedeme indukef pro j = Eu(t‘) : ,
Nechl j=0, pak M=M'. Dokazované tvrzeni plau pro libovolné znadeni M,

proloic M+M' [@> M+ M.
Nynf ptedpoklidejme, Ze tvrzeni plati pro j-1 a necht ¢ € T je piechod, pro ktery

u=u+c
Pak d ;
,2“'(‘:) = j-1.

Mime M+Nu = M. Dile nechl M= M-t
Pak

M+ NumM+Nu<)=M+Nu-No=M+Nu-t=M-t=M"

Podle induktivnl hypotézy existuje KEN, urdité znaleni M” a vjpoletni posloupnost
by oo ) 1, 1K BE (M4M) [6).o[0) (0" +M7), kde w'() = [{i : 4=t A 1sisk}|. Nynf
ncchf maéenf f:P+N jo deflinovino takto:
_¥@, 1), pro pet
Mp) {o jinak
Pak M () M+t a (MM +80) [t) ... [t) (MM +5D) [t (M +14+ M4 ME), b=t
protoZe VpEP : K(p)=w. Tedy, *
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"Te

MU+t = M a VIET :u(r) = |{i: 4=t A 1=isk+1}].
. o u

Dile se budeme zabyvat vztahem mezi fe§enim soustavy Nx=0 a vlastnost{ nazyvanou
reprodukovatelnost znadeni. .

Definice 25.

Znadeni M Peiriho sité N s¢ nazjvd reprodukovatelnd, jestlize existujc M'#M tak,
¥e M'E [M)a zhroveli ME [M'}) '

— — : -
Lemma 3,
Necht N = (P, T, K, W, K, M) je Petriho sit, pro kterou Vp € P : K(p).= a. Je-li

znadeni M sité N reprodukovatélné, pak je rovndZ reprodukovatelné znadenf M+M pro
libovolné znaleni M’ sité N. .

Diikaz:
Je-li M reprodukovatelné, pak M [a) M pro urditou vypoletni posloupnost a € T*. PonévadZ
Vp € P : K(p) = o, plati M+M [a) M+M pro libovolné znalen{ M : P > N U {w}.

| |
Definice 26, -

Nechi N = (P, T, F, W, K, My) je Petriho sit. Vektor i : T - Z sc nazjvh T-invariant
st N, jestlize Ni = 0. '

Lemma 4.

JestliZc i, a iy jsou T-invarianty Petriho sfte Na z€ Z, pak iy+iy a z.i; jsou také T-invarianty
sité M.

Dikaz: _
Jc analogicky s ddkazem lemmy 1,

Vita 9.

Necht N je Petribo sil 5 ncomezenymi kapacitami vicch mist. Siti N piistull nenulovy
T-invariant { privd tchdy, mé-li reprodukovatelné znalenl.

Ni=0w0+Ni=0w3¢, 4 ..,4 €T aM takové, Ze (0+M") [4)... [k} (0+M")
a VeET :i(2) = |{i : fi=t A 1sisk}| (Véta 8) o
_ . =




Definice 27.

wpnost M [:) ... [t} M, takové, Ze VIET : i) = |{i : =t A 1sisk}| .

T-invariant ; Petriho sitd N se nazyvé realizovatelny, jestlize existuje M € [Mo)a vypoletni
poslo ;
3 ] . . -

Ne kazd§ kladn§ T-invariant i je realizovatelnf. Dokonce ani ncpostatuje, aby N byla
%ivé a omezend a ka’dé znaleni bylo reprodukovatelné a invariant i nebyl soudtem jinjch
Kladnfch T-invariantl, Na Obr. 30. je piiklad takové sit€. T-invariant i definovany zobrazenim
i{t)=i(L)=i{t)=i(t)=1 a i(t;)=i(t;)=0 neni realizovatelny.

Obr. 30. Petriho sit’ s nercalizovatelngm invariantem ’

Na zévér ukéZeme, ¥c %ivé a omezend Petriho sif je pokryta T-invarianty.

Definice 28,

Petriho sit N je pokryta T-invarianty, jestlize pro kaZdy piechod ¢ sité N cxistuje kladny
T-invariant i sité N takovy, Ze i(f)>0. . '

a2
Véta 10.

Je-li Petriho sft N pokryta T-invarianty, pak cxistuje invariant { sit& N takovy, Ze i(1)>0
pro, viechny pfechody (ET.

Diikaz: _ . :
Podie Definicc 28, existujc pro kaldy pfechod (€T T-invariant §, sitd N takovy, Ze L()>0.
Invariant i = 3 i,, ziskan¢ aplikaci Lemmy 4. je hiedanym T-invariantem.

tET
|
.- Vita 11.
\KaZdﬁ Zivh a omezend Petriho sif je pokryta T-invarianty._\ .




