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| Prerekvizity |

Vyrokova logika

» Logické spojky

* Normalni formy

» Demorganovy zakony, distributivita
e Axiomy

» Odvozovaci pravidla

Predikatovd logika 1. fadu

o Kvantifikatory
o Axiomy
» Odvozovaci pravidla
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| Definice: Stavova formule | |

Slovnik V

Spocetnd mnozina typovanych proménnych, které mohou nést
data, nebo fidici informace.

RozliSuji se proménné
flexibilni hodnota se méni mezi stavy vypoctu,
pevnd konstantni pro viechny stavy vypoctu.

Dalsi symboly
e Funkce
* Predikaty

Ddle nechf je uvazovdno V eV jako podmnozina slovniku.
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| Definice: Stavova formule i i

Vyraz nad V

o Kazdd proménnd x € V je vyraz nad V.

e Jsou-li ey,...,emn vyrazy nad V a f je funkce arity m (m > 0),
pak také f(e,...,em) je také vyraz nad V.

Atomickd formule nad V

» Kazdd proménnd x € V, booleovského typu (tvrzeni) je
atomickou formuli nad V.

o Je-li P predikdtem arity m(m=>0) a ey, ..., em jsou vyrazy
nad V, pak také P(ey, ..., emn) je atomickou formuli nad V.
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| Definice: Stavova formule |l |

Booleovskd formule nad V

o Kazdda atomickd formule nad V je booleovskou formuli.

» Jsou-li p a g booleovské formule nad V, pak také

-P pAqg pvg p-qg p<q
jsou booleovské formule nad V.

Stavova formule (vyrok) nad V

o Kazdd booleovskd formule nad V je vyrokem nad V.

o Je-li p vyrokem nad V, pak také
Ju:p Yu:p, ueV
jsou vyroky nad V.
e Jsou-li p a g vyroky nad V, pak také
—-p pArg pvag p-q p<q
jsou vyroky nad V.
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| Sémantika stavovych formuli | il

Modely nad V

Stav nad V je realizaci, kterd kazdé proménné u ¢ V piifazuje
hodnotu z odpoviddgjiciho typu, znaci se
s[ul.
Model ¢ nad V' je nekonecnym sledem tvaru

0:50,51,5,- -,
kde kazdé s; je stavem nad V.
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| Sémantika stavovych formuli i |

Vyhodnocovani vyrazl

Nechf s je stavem na V a e je vyrazem nad V. Pak hodnota
vyrazu e ve stavu s (znaceno s[e)) je definovana indukci.

* Hodnota proménné x € V je s[x].

e Provyraz f(e,...,em). se definuje
s[f(er,...,em)] =f(s[er],..-,s[em]).

Vyhodnocovani booleovskych formuli

Nechf s je stavem na V a ¢ je booleovskou formuli nad V. Pak
hodnota booleovské formule ¢ ve stavu s (znaceno s[¢]) se
definuje:
e Pro atomickou formuli P(ey,...,emn)
s[P(e1,...,em)] =P(s[er],--.,s[em]).
» Pro booleovskou formuli slozenou pomoci logickych spojek
s[-p] = -s[p] s[p = q] =s[p] *s[q].
kde x je jednou ze spojek A, v, —», <.
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| Sémantika stavovych formuli Il i

Odlisnost

Nechf s, §' jsou stavy nad V a x € V je promé&nnd. Pak stavy s a
s’ jsou x-odlisné jestlize
s'y] =sly] pro kazdé y e V - {x}.
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| Sémantika stavovych formuli IV il

Vyhodnocovani stavovych formuli (tvrzent)

Nechf sje stav a p, g jsou stavové formule, vie nad V. Pak
fikdme, Ze formule p je splnitelné ve stavu s, znaceno
SIE P,
a definujeme podle tvaru formule p pro:
e booleovskou formuli
Sl=p prave kdyz s[p] =T,
o formule s kvantifikaci pfes promnénnou u:
e Sl=3u:p prave kdyz s’ I= p pro nejaké s’ nad V,
které je u-odlisné od s,
e SIEYU:p prave kdyz s’ I= p pro kazdé s’ nad V,
kterd jsou u-odlisné od s.
» formule spojené logickymi spojkami:
* SlE-p prave kdyz s I p,
e SEPVQ praveé kdyz s 1= p nebo s Ik g.
Nechf s = p, pak fikéme, Ze s uspokojuje p a s oznacujeme
jako p-stav.
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| Vlastnosti stavi |

Splnitelnost

Libovolnda stavovad formule p je stavove splnitelnd pokud existuje
néjaké s takové, ze s = p.

Platnost

Stavova formule p se oznacuje za stavove platnou, pokud plati
S I= p pro kazdy stav s.

Ekvivalentnost

Nechf jsou p a g stavové formule. Pak fikdme, Zze p a g jsou
stavove ekvivalentni, pokud plati s = p A s 1= g pro kazdy stav s.

Dostupnost

Nechf C je mnozina posloupnosti. Existuje-li posloupnost
oeC,0=%,91,...,5,... apozce j> 0, takovd, Ze s = s, pak
nazyvdme stav s C-dostupnym.
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| Temporalni formule i

Temporalni formuli tvofi stavova formule, na kterou se aplikuji
tempordlni operdtory, logické spojky a kvantifikGtory.

Vyhodnocovani

Nechf p je stavovd formule a o je modelem (posloupnosti
stavd), oboji nad V. Pak fikéme, Ze formule p je splnitelnd v
case t modelu o, znaceno
(o,1) E P,
pro > 0 a definovano
(o, EP pravé kdyz St = P,
kde o:5,51,...,5¢,....
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| Temporalni operdtory — budouci i

(o, 1) EOP pravé kdyz (o,t+1)Ep
t 01 2 3 45 6 7
X O 01T 1 01 0 1
x=0 T T F F T F T F
Oox=0)/T F F T F T F
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| Temporalni operdtory — budouci i

Henceforth O
(o,1) EOp pravé kdyz (o,k) E p pro kazdé k > t
t | O 1 2 3 4 5 6 7
X 4 7 3 6 5 3 4 38
x<5 T F T F T T T T
ox<b |F F F F T T T T
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| Temporalni operdtory — budouci i

Eventualy O
(o,H)EOP  pravekdyz (o,k) = p pronéjaké k >t
f |01 2 3 4 5 6 7
X 6 2 4 5 3 6 5 8
x>4 |F T T T F F F F
o(x>4)|F F F F T F T F
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| Temporalni operdtory — budouci i

unfil U

(o,1) e pUg praveé kdyz existuje k > f takové, ze (o,k) = g,
aprokazdé i,j<i<k,(o,i)Ep

t |01 2 3 45 6 7
X T 2 3 45 6 7 8
2<x<4 FTTTFFFF
x=5 FFFFTFTF
Q<x<Mu(x=5)|F T T T T F F F
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| Temporalni operdtory — budouci i

Unless (Waiting-for) W
(0,1) e PG pravékdyz (o,t) = pUqor (o,1) EOp
f |01 2 3 4 5 6 7
X 1 2 3 45 6 7 8
(2<x<8)v(x>6) FTTTFFTT
x=5 F F F F T F F F
[(Q<x<)v(x>&O)W(x=5)|F T T T T F T T
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| Temporalni operdtory — minulé i

(o, rOp  pravékdyz (t>0)a(o,t-1)EpP
t |01 23 45 67
X O 0 1 1 0 1 0 1
x=0 [T T F F T F TF
ex=0)|F T T F F T F T
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| Temporalni operdtory — minulé i

Has been always =
(o,1) EBP praveé kdyz (o,1) = p pro kazdé k,0< k <j
t |01 2 3 4 5 6 7
X 4 8 6 9 1 7 2 5
(x4 |T T T T F T F T
e(x=x4)(T T T T F F F F
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| Temporalni operdtory — minulé i

(o,1) EBEP pravé kdyz (o,t) = p pron&jaké k,0< k <j
t |01 234567
X 7 4 5 2 0 1 3 8
(x<3) |F F F T T T FF
o(x<3)|F F F T T T T T
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| Temporalni operdtory — minulé i

(o,1) EpSq pravé kdyz existuje i,0< i< ttakové, ze (o,i) E g
aprokazdé k,i<k<t (o,k)Ep

t |01 2 3 45 6 7
X T 2 3 45 6 7 8
x<5 T T T T TFFF
x=3 FFTFFFFF
(x<5)S(x=3) |F F T T T F F F
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| Temporalni operdtory — minulé i

Back-to B

(o,1) e pBg pravékdyz (o,f)EpSqor (o,1)E=BP

t |01 2 3 45 6 7
X T 2 3 45 6 7 8
x#3 T T FT T T 71T
x=6 F FFFFTFF
(x#3)B(x=6) |[T T F F F T T T
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| Vlastnosti tempordainich formuli | o

Odlisnost modelt

Nechf o :5,81,... ao’:8,8},... jsoumodely nad V axe V je

promé&nnou. Rikame, Ze model ¢’ je x-odlisny od modelu o
jestlize pro kazdé t > 0 plati, Ze stav s; x-odlisny od stavu s;.

Kvantifikace

Nechf p je formuli, u je promé&nnou, ¢ a ¢’ jsou modely, vie nad
V. Pak definujeme formuli kvantifikovanou

e existencné
(o,1) = Ju: p pravé kdyz (o,1) = p pro néjaky model o’,
ktery je u-odlisny od modelu o

* univerzdiné

(o,1) EVu: p pravé kdyz (o,1) = p pro kazdy model ¢/,
ktery je u-odlisny od modelu o
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| Vlastnosti tempordainich formuli | o

Uspokojitelnost

Nechf plati (o,1) & p, pak fikme, Ze model o uspokojuje p na
pozici f a t oznacujeme jako p-pozici.

Je-li formule p splnitelnd na pozici 0 modelu o, pak zapisujeme
o E p afikéme, Ze model o uspokojuje formuli p.

Splnitelnost

Formule p nad V nazyvdme splinitelnou, jestlize plati o = p pro
nejaky model o.

Platnost

Formule p nad V nazyvdme platnou, jestlize plati o = p pro
kazdy model o.
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| Vlastnosti tempordainich formuli i

Ekvivalence

Nechf p a g jsou dvé& formule nad V. Rikéme, 7e p a g jsou
ekvivalentni, znacime p ~ g, praveé kdyz p < qg.

Kongruence

Nechf p a g jsou dvé formule nad V. Rikéme, 7e p a g jsou
kongruentni, znacime p ~ g, prave kdyz o(p < q).
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| Vlastnosti tempordainich formuli | o

Substituce

Nechf op(u) je formuli s n&jakymi vyskyty symbolu u a p je
formuli, vde nad V. Pak substituci p za u, znaceno ¢[p/u],
rozumime nahrazeni viech vyskytu symbolu u ve formuli ¢
formuli p.

Stavovad substituce

Nechf ¢(u) je stavovou formuli s n&jakymi vyskyty symbolu u a
p. g jsou obecné formulemi, vie nad V. A plati-li p ~ g, pak

zaroven plati o(p) ~ (q).

Temporalni substituce

Nechf o(u) je tempordini formuli s n&jakymi vyskyty symbolu u a
p. g jsou obecné formulemi, vie nad V. A plati-li p ~ g, pak
zdroven plati p(p) ~ ¢(q).
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| Z&kladni mnozina operatord il

Slabsi verze operdatoru Previous
(o,H)eBp pravékdyz t=0v(j>0nA(o,1-1)Ep)
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| Z&kladni mnozina operatord i

Slabsi verze operdtoru Previous =

(0,1)eBp pravekdyz t=0v(j>0n(o,t-1)Ep)

Zakladni mnozina

ﬁ,V,O,W,é,B
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| Z&kladni mnozina operatord i

Slabsi verze operdatoru Previous =

(0,1)eBp pravekdyz t=0v(j>0n(o,t-1)Ep)

Zakladni mnozina

_‘7V’O’ W’é’B
Vztahy
op ~ pWF Bp ~ pBF
Op~-0-p Op~-8-P
puUqg ~ (pWQq) A &q pSq~ (PBQg) A <q
Op~-0-p
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| Vlastnosti fempordinich operatoru i

» Budouci operatory

-Op =~ O-p - Op~O-p
=(pUQq) ~ (-q)W(-pP A Q) -(PWQ) » (-qU(-q A -Qq)
-Op~0O-p
e Minulé operdtory
-Bp~rS-P =S P rBE-P
-(pSQq) » (-9)B(-p A Q) -(PBQg) » (-9)S(-g-9)

-6 p~B6-p -Op ~ ©-p
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| Vlastnosti fempordinich operatoru i

Idempotence

» Budouci operdatory
oop~0Op
OO P~ OP
pU(pPUQq) ~ pUq pW(pPWQq) ~ pWq
(pUq)Uqg ~ pUg (PWa)Wq ~ pwaq
e Minulé operdtory
BEpP~Bp
SO P~ O
pS(pPSQq) ~ pSq pPB(pBQ) ~ pBq
(PSQ)Sq ~ pSq (PBQ)Bqg ~ pBqg
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| Vlastnosti fempordinich operatoru i

» Budouci operdatory
COop~OOP
oooOp~o0Op
pwW(pUQq) ~ pPWq (PUQ)WQ ~ pUq
puU(gwQq) ~ pwaq (PWa)Uqg ~ pUq
e Minulé operdtory
oBopP~ESOP
2SEp~rSBEP
pPB(pSq) ~ pBg (PSP)Bg ~ pSq
pS(qBQq) ~ pBg (PBa)Sq~ pSq
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| Vlastnosti fempordinich operatoru i

Komutativni viastnosti operatoru Next

Nechf onp(p1, ..., Pn) je formuli, kterd neobsahuje Zadny minuly
tempordini operator, pak plati:

Opne(P1; - -, -N) < onp(OP1, - .. ,OPR).
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| Vlastnosti fempordinich operatoru |

Pozitivni/Negativni vyskyty
Vyskytuje-li se podformule p ve formuli ¢, a je-li poCet
negovanych vyskytu podformule p
sudy ., pak fikdme, Ze ma pozitivni vyskyt,
lichy , pak fikdme, Ze méa negativni vyskyt
ve formuli ¢.

Komutativni viastnosti operdtoru Previous

Nechf one(o1, ..., Pm, O1, - .., Gn) je formuli, kterd neobsahuje
7adny budouci tempordaini operdator, formule ps, ..., pPm jsou
v§echny pozitivni vyskyty podformuli a gy, ..., gn jsou viechny
negativni vyskyty podformuli, pak plati:

QWNF(D])"')-qu'h"'7qn) <:>SONF(Qplv'"7§pm7éQ]7"'7éqn)’
eSONF(ph---’—mth---’CIn)<:>SONF(eph'--,epmaecﬁa---aeCIn)-
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| Axiomy m

Budouci axiomy

FXO o-p

X1 O-p<-0p

FX2  O(p— q) < (Op ~0Q)

FX3 o(p-q) <« (op—-0q)

FX4 op-o0p

FX5 (p=0p) —~ (p=0p)

FX6 pwWqg < [gv(prO(pWa))]
FX7 op= pwWaqg
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| Axiomy | o

Budouci axiomy

PXO ep=6p
PX1T ©(p-q) < (6p-©69)
PX2 8(p-q)=(8p~8&0Q)
PX3 op - 0op

PX4 (p=©p) - (P =8p)
PX5 pBg <« (gqv[pAS(pBq)])
PX6 &F

Kombinované axiomy

FX8 oep
PX7 S0p
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| Odvozovaci pravidla i

Definice

Nechf p1,...,pn a g jsou formulemi nad V. Existuje-li zpUsob, jak
z formuli p;, ..., pn odvodit formuli g, znaceno

p‘%.'l'p” nebo p1,...,Pn+ g,
pak formule py, ..., Py Nazyvdme predpokliady a formuli g
Gsudkem.
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| Odvozovaci pravidla |

Pravidlo zobecnéni GEN
Ep
EOP
Pravidlo specializace SPEC
EOP
Ep
Pravidlo konkretizace INST
_pP
pla/u]
Pravidlo Modus Ponens MP
(P1AAPR)=>Q,P1,---,Pn
q
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e Vlastnosti programti
Pfechodovy systém
LokdalIni jazyk
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| Pfechodovy systém |

Pfrechodovy systém

Pfrechodovy systém je Ctvefice
P=(N,%,7,0).

kde
I je konecnd mnozina stavovych proménnych,
¥ je mnoZina stavd,

T je koneE&nou mnoZinou prechodu ve tvaru
7:¥ - 2% 7 ¢ T, aplikaci pfechodu 7 na stav se ¥
Ziskme mnozinu stavd (maze byt prézadnd), do
kterych Ize prejit. Kazdy stav s’, do kterého Ize
prejit, nazyvame r-nasledndikem.,

© je startovaci podminkou.
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| Pfechodovy systém i

Necinny prfechod

Nechf 7 ¢ T je pfechodem, a s € ¥ je stavem prechodového
systému, pokud plati,

7(8) = {s}.

pak takovyto pfechod nazyvdme necinnym a oznacujeme 7.
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| Pfechodovy systém |

Relace prechodu

Nechf 7 e T je pfechodem, pak p,(M,N") nazyvame relaci
prechodu:

pr(M,IV) = Cr (M) A (yy = €1) A=A (Vg =€),

kde
C. (M) je povolujici podminkou, tzn. ohodnoceni
proménnych z mnoziny M umoZhiuje provedeni
prechodu 7,
(yi=e1)n-nly, =e) jsou modifikacni pfikazy, pro které plati
e yhell,pron=1...ka
* e, je nova hodnota.
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| Lokdlni jazyk |

Lokalini jazyk je jozykem prvniho faddu nad dvéma typy
predikatu: stavovymi a pfechodovymi.

Predikaty
Stavové - vyhodnocuji se nad stavem.

Prechodové - vyhodnocuiji se nad dvojici stav a jeho primy
predchidce.

Ddle uvazujme, Ze 7 je mnoZina viech prikazu, resp. navesti,
popisovaného programu.
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| Lokdlni jazyk i

Lokaé&ni predikaty

M&jme zdpis piikazu ve formé ¢: S: 7, kde ¢, resp. 7, jsou navesti

ohranicujici prikaz S zeptedu, resp. zezadu. Pak mizeme pozici

v programu oznacit pomoci predikdatu:

at_¢, at_S abychom vyjadfili, Ze se nachdzime ve stavu pred

provedenim tohoto prikazu,

at_l, ofter_S pro vyjadreni stavu, ve kterém jiz byl tento
program vykondn,

in_S v pfipadé, ze prikaz S oznacuje blok pfikazu a

program se nachdzi uvnitt tohoto bloku.
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| Lokacni jazyk | o
Enabled
Definujme predikét
enabled(r): C,
ktery vyjadiuje, zda je mozné dany prechod realizovat a T c T
jako mnozinu vSech prechodu, které Ize v daném stavu

realizovat.

enabled(T): V enabled(r).
Tel

Terminal

Méjme predikat terminal, vyjadruijici stav, kdyz jiz nelze provést
dalsi prechod

terminal= A —-enabled(s).
TeT—{7}
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| Lokacni jazyk i

Prechodové predikaty
Méjme prechodovou formuli

~first Ap(M~, 1),

kde ¢ je relaci libovolného pfechodu 7 € T a notace M-~
oznacuje ohodnoceni proménnych v pfimo predchdzejicim
stavu.

Pak definujeme prechodovy predikat last-taken nasledovné

last-taken: =first Ap, (M7, ).
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| Loka&ni jazyk |

Komunikacni predikaty — Asynchronni
o Zaslanizpravy v do kandilu o
[a < v]: firsta(a=a” ev)
» Pfecteni zprévy v z kandlu «
[a > v]:firstA(vea=a7)

Komunikacéni predikaty — Synchronni

Nechf 7(¢,m) J& kOomunikacnim pfechodem spojeny s
provedenim dvou prikazu:

l:a«< e m:a—v.
Pak definujeme
comm(¢,m,v) : last-taken(r my) A (v = €7).

[a<v]: V comm({,m,v)
(€;m)
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| Klasifikace viastnosti i

Tridy vlastnosti

Vlastnosti délime do 6 tfid, a kazdd z téchto viastnosti je
charakterizovéna kanonickou tempordini formuli.

e Bezpecnost

e Zarucenost

» Obligatnost

o Odpovédnost
» Stabilita

o Reaktivnost
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| Klasifikace viastnosti i

Bezpecné vs. Pribéhové viastnosti

Kazda tfida, jejiz kanonickd formule obsahuje operdtor &
poskytuje tzv. priloéhové viastnosti.

Bezpe&né vs. Zivé viastnosti

Neformalné Ize toto déleni popsat:
bezpecné vlastnosti garantuji, Ze se nestane néco Spatného
zivé vlastnosti garantuji, Ze nastane néco dobrého
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| Klasifikace viastnosti |

Tridy vlastnosti

Nechf ¥ je mnozinou viech stavl programu a ¥ je potencni
mnozinou véech posloupnosti stavud. Viastnost P je néjakou
podmnozinou X%, pro kterou plati, Ze kazdd posloupnost z
mnoziny P uspokojuje formuli p, kterd definuje viastnost tfidy.

P={olocex? ocr=p}

Meéjme tfidy P danou viastnosti p a ffidu Q@ danou vlastnosti g.
Pak dostavame aplikaci logickych spojek na definujici formule
operace nad mnozinami tfid:

PAQ definuje PnO
pvQqg definuje PuQ
- definuje P=3xv-P

Ddale zkoumejme uzdveérové viastnosti uvedenych tfid.
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| Klasifikace viastnosti |

Bezpeclnost

ap.,
pro minulou formuli p.

Uzavéroveé viastnosti

Trida bezpecnych viastnosti je uzaviend vaci pozitivnim
mnozinovym operacim, tedy prdniku a sjednocent.

(oprog) ~ oO(pAQ)
(opvog) ~ o(BvEeQq)
Priklady viastnosti

* Komplexni invariance

« Casteénd spravnost

» Neuvdznuti, pfip. mistni neuvdznuti
e Bezchybovost

* Vzdjemné vylouceni
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| Klasifikace viastnosti i

Zarucenost

<SP,
pro minulou formuli p.

Uzaveérové viastnosti

Trida zarucujicich viastnosti je uzaviend vuci pozitivnim
mnozinovym operacim, tedy prdniku a sjednocent.

(opveq) ~  o(pvQ)
(OPACGQq) ~  O(©1r9Q)
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| Klasifikace viastnosti i

Obligatnost

op v &g,
pro minulou formuli p. V tomto tvaru nazyvdme prostou
obligatni formuli. Kanonicka formule ma tvar

n
,/\] (opi v oqi).
i=
kde p;, g, i =1,...,njsou minulé formule.
Uzdaveérové viastnosti

Je ztejmé, Ze kazdd obligdtni formule je kombinaci bezpecné a
zarucené formule a tedy plati stejné uzavérové viastnosti.
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| Klasifikace viastnosti i

Odpovédnost

oo p,
pro minulou formuli p.

Uzaveérové viastnosti

Trida odpovédnych viastnosti je uzaviend vaci pozitivnim
mnozinovym operacim, tedy prdniku a sjednoceni.

(opveq) ~  o(pvQ)
(OpACQq) ~  O(epAoQ)
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| Klasifikace viastnosti i

Stabilita

Sop,
pro minulou formuli p.

Uzaveérové viastnosti

Trida stabilnich viastnosti je uzaviend vaci pozitivnim
mnozinovym operacim, tedy prdniku a sjednocent.

(GopadDnq) ~ <oO(pAQ)
(copvong) ~ oo(grees(pa(-q))))
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| Klasifikace viastnosti i

Reaktivhost

oopvooq,
pro minulou formuli p. V tomto tvaru nazyvdme kanonickou
prostou reaktivni formuli Obecna reaktivni formule maé tvar

/\(DOprODq)
kde p;,q;,i=1,.. anou mlnule formule.
Uzaveérové viastnosti

Je zrejmé, ze kazdd reaktivni formule je kombinaci odpovédné
a stabilni formule a tedy plati stejné uzdvérové viastnosti.
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e Priklad
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| Priklad | | i

FIFO buffer — bez duplicitnich zprav

Seznam vlastnosti, které by mél buffer spliovat.

o Kazdda zprava prijatd na vstupu a, by musi byt nékdy
odeslana na vystup 3
[a > m] = O[B < m]

» Kazdd zprava odesldna na vstup 8, musela byt nejprve
prijata na vstupu a
(8« m]=S[a—>m]

o Kazda prijatd zprava je vysldna na vystup nejvyse jednou
[8<m]=068-[8<m]

» Zachovani stejného poradi zprdv ze vstupu na vystupu

((=[8 < mDU[B < m]) > ((=[o < M'IW[a <~ m])
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e Z. Manna, A. Pnueli: The Temporal Logic of Reactive and
Concurrent Systems, Springer-Verlag. 1992. New York. ISBN
0-387-97664-7

Tempordini logika reaktivnich a konkurentnich systéma | 62/64



Dékuji za pozornost!
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