
Příklad (ne)korektního a (ne)úplného systému
Pokus o velmi jednoduchý logický systém pro dokazování lichosti přirozených čísel .

∗ Syntaxe:

· 0 je term, t+1 je term pokud t je term, nic jiného není term.
· liché(t) je formule, pokud t je term, nic jiného není formule.

∗ Sémantika:

· pro term je definována funkcí J.K tak, že J0K = 0 ∈ N a Jt+1K = JtK + 1.
· pro formuli, |= liché(t) právě když JtK je liché číslo.

∗ Deduktivní systém:

· axiom liché(0+1),
· odvozovací pravidlo liché(t) ⊢ liché(t+1+1).
· příklad důkazu: liché(0+1), liché(0+1+1+1), liché(0+1+1+1+1+1)
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Sémanticky neúplné a úplné rozšíření systému:

∗ Obohatíme systém o predikát sudosti:
sudé(t) je formule pokud t je term. |= sudé(t) právě když JtK je sudé číslo.

∗ Systém není sémanticky úplný. |= sudé(0+1+1) ale ⊬ sudé(0+1+1)
∗ Jak zůplnit? Přidáme pravidlo na dokazování sudosti: liché(t) ⊢ sudé(t+1).

Už je úplný? Ne, zapoměli jsme 0. |= sudé(0) ale ⊬ sudé(0). Přidáme axiom sudé(0).
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Příklad (beze)sporné a syntakticky (ne)úplné teorie

Teorie sudosti Tsud = {sudé(0), ∀x sudé(x) → ¬sudé(x+1), ∀x ¬sudé(x) → sudé(x+1)}.

M1 : 0 1 2 3 . . .+1 +1 +1 +1
su ¬su su ¬su

M1 |= Tsud

M2 : 0 1
+1

+1

su ¬su

M2 |= Tsud

M3 : 0 1 2
+1 +1

+1

su ¬su su

¬suM3 ⊭ Tsud

M4 : 0 +1
su

¬suM4 ⊭ Tsud
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Sporná rozšíření:
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∗ sudé(0+1): Tsud ⊢ sudé(0+1) a Tsud ⊢ ¬sudé(0+1)
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(sudé(0) → ¬sudé(0+1))

(ax .subst.)

sudé(0) → ¬sudé(0+1) (MP)
¬sudé(0+1) (MP)

∗ ∀x∀y x = y : Vynucuje jednoprvkovou doménu. Takový
model ale Tsud nemá. Nemá model ⇒ je sporná.
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M1 : 0 1 2 3 . . .+1 +1 +1 +1
su ¬su su ¬su

M1 |= Tsud

M2 : 0 1
+1

+1

su ¬su

M2 |= Tsud

M3 : 0 1 2
+1 +1

+1

su ¬su su

¬suM3 ⊭ Tsud

M4 : 0 +1
su

¬suM4 ⊭ Tsud

∗ Tsud není úplná. Proč? :

φ : ∃x∃y∃z x ̸= y ∧ y ̸= z ∧ x = z
(doména má alespoň tři prvky)

M1 |= φ ale M2 |= ¬φ
Tedy Tsud ⊭ φ a Tsud ⊭ ¬φ.
Z úplnosti PL: Tsud ⊬ φ a Tsud ⊬ ¬φ.
Tedy Tsud není úplná.

∗ Jak ji rozšířit tak, aby byla úplná a stále bezesporná?
Přidáme axiom ¬φ: doména má nanejvýš dva prvky.
Jediný takový model je M2.
Má jen jeden model ⇒ ja úplná.
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