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Cerpéno z:
» Fudenberg, D., Tirole, J.: Game Theory, The MIT Press, 1991

» Osborne, M., Rubinstein, A.: A Course in Game Theory, The
MIT Press, 1994

» McCarthy, N., Mierowitz, A.: Political Game Theory: An
Introduction, Cambridge University Press, 2007

» Magdaléna HykSova: Pfednasky z teorie her, Fakulta dopravni
CvuT
Uvod:
» Hry v normdlni form& (tzv. strategické hry) jsou
nejobecnéjsim pojetim strategické interakce.
» V ramci nich zkoumame kooperativni a nekooperativni hry.

» Provedeme klasifikaci her. Dne3ni pfedndska bude o
nekooperativnich strategickych hrach s nenulovym souctem.
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Déleni strategickych her

Podle zplisobu hrani hry:
» Hry jednotahové — hry v normalni form& (normal-form games).

» Hry dynamické (sekven&ni hry, hry v rozsitené formé&) — hrali
se st¥idaji v tazich (angl. dynamic games, extensive-form
games).

» Cdstetnd prevoditelnost.

Podle mozZnosti komunikace mezi hradi pted volbou strategie:

» Nekooperativni — zdkladni forma strategické interakce.

» Kooperativni — fundamentalné odliné. Zkoumame spise
predpoklady pro kooperativnost v jedndni.

Podle miry konkurence/soutéZivosti:
» S nenulovym souctem.
» S konstantnim/nulovym souétem — striktn& kompetitivni hry.

Pozn.: Dalsi déleni je podle miry informace hraca.
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Dalsi pokracovani studia her

Ve strategickych hrach:
> SmiSené strategie.
» Opakovani ve hrach.
» Korelované ekvilibrium.

» Evoluéné stabilni strategie.

V mechanism designu:
> Navrh mechanismd.
> Teorie verejné volby.

» Teorie aukci.
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odni kratké demo strategické hry s nenulovym souctem

A/B | left | right
top 12| 34
bottom | 5,6 | 7,8

Jak se hraje nekooperativni hra v normdini formé& (ilustrativni
predstava):

» Hrddi si vSichni uvédomuji, Ze jsou tcastniky ve hre.

» Hraci spolu nekomunikuji.

» Hraci se rozhodnou, jakou strategii budou hrat, napisi ji na
listek, ten vloZi do obdlky a obdlku odevzdaji nezavislému
arbitrovi.

» VSichni hraci odevzdaji svou obalku ve stejny okamzik.

» Arbitr najednou otevfe vSechny obdlky a zvefejni hrané
strategie hraci.

» Hraclm je pfidélen zisk dany modelem situace a podle
hranych strategii.
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Demo, provedeni tahu

A/B | left | right
top 12| 34
bottom | 5,6 | 7,8

1. Hr&ci oba (v8ichni) zvoli tajn& svou strategii. V nasem
ptikladé ¥adkovy (A) zvoli "top”, sloupcovy (B) zvoli "right".
2. Nezavisly arbitr zjisti volbu strategii a pFidéli hra¢im jejich
zisky:
» Radkovy dostane zisk 3
» Sloupcovy dostane 4
3. Pokud se vysledek hra&iim nelibi, maji smilu: dalsi kolo hry
uz nebude. Méli uvaZovat lépe.

V poznani jedno-tahovosti mnoha her spociva znaéné roz€arovani v
mnoha lidskych situacich. Lidé se mnohdy nechovaji raciondlné
(sprdvng&) proto, Ze maji dojem Ze se to prece vZdycky dd napravit,
nééé... 7! — Experimentalni teorie her.
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Co je to ta hra...?

> Hra je strategickd interakce mezi dvéma a vice hraci, ktefi
svou cinnosti chté&ji dosahnout optimalniho vysledku ve hte.
» Hra je matematicky model rozhodovaci situace — je to tedy
zjednoduseni problému na jeho podstatné prvky.
» Hlavnim zjednodu$ujicim pfedpokladem je pfedpoklad
racionality hraci.
Pod toto oznaleni spadd velmi mnoho véci, cokoli od rulety po
Sachy, od bakaratu po bridz. A nakonec kazda uddlost — jsou-li
dany vn&jsi podminky a d&astnici situace (a ti se chovaji dle
svobodné viile) — miZe byt povaZzovana za spoleenskou hru,
jestliZze sledujeme &inek, jaky md na G&astniky [John von
Neumann, 1928].

Juli Zeh: Hrak&sky instinkt, Odeon, 2006
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Hry s nulovym a nenulovym souctem

» Historicky d¥ive byly zavedeny hry s nulovym sou¢tem. Vé&ta o
minimaxu, John von Neumann.

» AZ pozdg&ji (1950-1) byl definovén koncept ekvilibria ve hrich
s nenulovym sou¢tem (J. Nash).

» V THE probereme nejdfive hry s nenulovym sou&tem (jsou
ptirozen&jsi). Hry s nulovym sou&tem jsou specidlnim
p¥ipadem her s nenulovym sou¢tem (matematicky).
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Sociologicky/psychologicky aspekt her s nulovym souétem

(doc. Franék, UHK)

Nulovy soudet:
» Situace, jez ma skond&it nulovym souctem, je situaci soutéZeni.
» Byt hracem s nulovymi soucty znamena véFit, Ze ve vSech
Zivotnich situacich jsou jen dv& moZnosti: ziskat nebo ztratit.
» Z psychologického (i etického) hlediska je pojimani
mezilidskych kontakti jako "her s nulovym souctem”
poruchové, v ¥adé pfipadl sociopatické.
Nenulovy soudet:
» Oba mohou "zvitézit".
> Je nadéje na kooperativni chovani vedouci k efektivn&jsimu
vysledku hry.

Pedro/Juana Spolupracovat | Trestat
Rozdélit spravedlivé 10,10 0,0
Rozdélit vychytrale 100,1 0,0
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Common knowledge

Aumann, R: Agreeing to Disagree, The Annals of Statistics, Vol.
4, No. 6. (Nov., 1976), pp. 1236-1239. (v knihovné: Aumann:
Collected Papers, vol. 1)

Zatim pouze zkriacené definujme spole¢nou znalost.

» Mé&me dva hri¢e Aa B
» Udalost E je pro hrd¢e {A, B} common knowledge, pokud:
» ... hraci {A, B} oba vi o udalosti E
» ... hra¢ A vi, Ze B vi o uddlosti E
» ... hrd¢ B vi, ?e A vi o uddlosti E
> ... hrd¢ A vi, Ze B vi, 2e A vi o udalosti E
» ... hra¢ B vi, Ze A vi, ze B vi o uddlosti E
> takto az do nekoneéného zanoteni

P¥iklad: dva vojevidci se informuji o misté a ¢asu bitvy. Vojeviidce
A vysle k B posla, ...
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Common knowledge — p¥iklad s modrookymi na ostrové

Mg&jme ostrov, kde Ziji lidé s modryma (M) a zelenyma (Z) o&ima.
Pocet M je k > 1. Na ostrové nejsou zrcadla a lidi se o barvé o&f
nebavi (maji moZnost pouze pozorovat). Predpokldddme, Ze jsou
vsichni naprosto logicky uvaZujici.
» Pokud se &lovék o sob& dozvi, Ze je M, pak musi ndsledujici
den za svitani ostrov opustit.
» Jednoho dne pfijde cizinec a v8em vefejné& oznami: " je tu
alespori jeden M".

» PYed pfichodem cizince nebyl tento stav common knowledge.
Co se stane?

» k =1, pfisti den M odejde
» k = 2, ptisti den nic, 2. svitdni odejdou oba. KaZdy M vi, Ze
existuje M, ale kazdy M nevi, Ze jiny M m3a tu stejnou znalost.

> k > 2, k—té svitani odejdou vSichni M
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Struktura hry

» Pravidla — zpiisob hrani hry, pfedpoklady, ...

> Hradi — nezavislé inteligentni entity sledujici sviij zamér
(jednou z definic racionality je "snaha definovat své cile a ty
se snazit naplnit”).

» Hradi hraji hru tim, Ze voli své tahy — strategie, akce, volby.

» Volba akce vede k néjakému nasledku — uZitku ve hte.

» Hradi maji jistou informaci o hfe — znaji protihrade, jejich akce
a formu (a velikost) uZitku.

» Hradi se na zdkladé znalosti o h¥e rozhoduji.
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Definice strategické hry N hraca, N > 2

Definition
Strategickd hra N hrda je (2N + 1)-tice

M= (Q, 51,52, ...,SN; Ul, UQ, ceey UN)

» Q={1,2,..., N} je konetna mnozina hra&u ve hte.
» Si,i € Q jsou (kone¥né) mnoZiny ryzich strategii hraci i € Q.
> U;: 5 x5 x ... x Sy — U jsou funkce uzitku hraca.

Poznamky:

» U je univerzum viech moznych uZitki. Casto klademe U = R.

> S =251 x5 x ... x Sy je mnoZina strategickych profild ve
hfe. s € S je strategicky profil.

» Prostor S ndm uddva rozmér problému, ktery musime
algoritmicky ¥esit.

» Ryzi (angl. pure) a smi%ené (angl. mixed) strategie.
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P¥iklad hry

A/B | left | right
top 12| 34
bottom | 5,6 | 7,8

» Q={A B}
» Sa = {top, bottom}, Sg = {left, right}.
> S=5ax5g=

{(top, left), (top, right), (bottom, left), (bottom, right)}

> Unx(top, left) = 1, Ua(top, right) =3, ...,
Ug(bottom, right) = 8

Uzitky zapisujeme prehledné do matice — maticové hry.
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Informace o hte

Aby hraéi mohli provést rozhodnuti, musi mit néjaké informace o
h¥e. Zatim predpokldddme (pro jednoduchost), Ze jim Zadna
informace o h¥e nechybi (jinak by si museli ud&lat o stavu
n&kterych v&ci stochasticky model).

Proto zavedeme pojem kompletni informace ve h¥e (angl. complete
information):

Definition
M&me hru I = (Q; {Si}icq; {Ui}icq). Pokud jsou pro viechny
zl¢astnéné hrace Q ndsledujici informace common knowledge:

» struktura hry I,
» vyplatni (uZitkové) funkce U;;i € Q,
» zplsob hrani hry a forma herniho ekvilibria,

a soucasné tento fakt samotny je common knowledge, pak maji
hraci kompletni informaci o hre.
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Rozsah informaci ve hte

» Common knowledge.

» Kompletni informace (complete information). Nekompletni
informace (incomplete information, Bayesian games)

» Dokonald informace (perfect information). Nedokonala
informace (imperfect information).

Martin Hruby THE: Nekooperativni hry v normalni formé



Nulovy versus Nenulovy soucet formalné

Definition
Mé&jme hru T. ﬁekneme, ze [ je hra s konstantnim soutem k € R,
pokud plati

VSES:ZU,-(S):k

i€eQ

Pokud je k =0, pak je I' hra s nulovym souctem.

U her s nenulovym soultem nelze najit kK € R takové, ze by platila
ptedchozi podminka.
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Co je cilem? Solution concept...

Strategicka hra N hra&d s nenulovym souctem je matematicky
model konfliktni situace.

~ Y

» Tento model obdrZzime nebo vytvofime (v&fime, Ze vEichni
hra&i model odvodi stejn&).

» VéFime, Ze existuje né&jaké racionalni chovani hracu,
které je formalizovatelné. Hledame teseni hry.

» Pokud existuje model chovani ve formé algoritmu nad
modelem hry, pak matematickym FeSenim hry ziskam predikci
chovani hraci ve skutecnosti.

» Formalizace chovdni — solution concept.

Snahou je predikovat chovani hraci nebo alespon rozumét jejich
chovani.
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el chovani hracu

Hradi &eli situaci a musi zvolit sviij tah. Provadi uritou dvahu.

» Budeme zkoumat postup hracova uvazovani.

» Teoreticky se nemusime ucit, jak se rozhodnout. Model
rozhodovani pouze algoritmizuje pfirozenou inteligenci a
raciondlIni pf¥istup k feSeni rozhodovani.

Vysledkem rozhodovani kazdého hrace i € @ je volba n&jaké ryzi
strategie s € S;, u které hra¢ v&fi, Ze mu pfinese maximadlni uZitek
(outcome).

Vysledek volby viech hracd je pak strategicky profil

* * * * *
s*€S5,s" =(s1,55,-.sSN)

Pokud profil s* spliiuje urcité vlastnosti, je nazyvan ekvilibrium ve
h¥e (Eesky rovnovdha).
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Uvod do analyzy her

A/B | left | right
top 12| 34
bottom | 5,6 | 7,8

> Jakou strategii zvoli hra¢ A, pokud by hra¢ B mél hrat left?
Hra¢ maximalizuje svij uZitek.

» Hrac¢ si rozmysli svoje mozné nejlepsi odpovédi na moZzné tahy
protihrace.
» Modelujeme také tvahu hrice o tvaze jeho protivnika.

» Pozor, hra je jednotahovd, tzn. veskeré promysleni se
odehrdva v myslich hra¢a. Hra¢i musi hru kompletné
strategicky rozebrat.

» Hradi maji pouze jednu moZnost tahnout!
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Charakteristika Best-response (BR), nejlepsi odpovéd

Hra I =(Q; S; V).

» Necht hrd¢ i € Q premysli, co bude hrat, kdyZ jeho protivnici
Q- = Q\ {i} budou hrat konkrétni strategie s;,j € Q_;.

» Pfipomefime mnoZinu S = [[;c Si. Zavedeme mnoZinu:
s.i= ]IS
JEQ_;

» Prvek s_; € S_; je jakysi kontext rozhodovani (sub-profil).

» Notace: (sj,s_;) je sloZeni do celého profilu, (si,s_j) € S

V kontextu s_; € 5_; hra€ i voli s; € S; tak, ze
Ui(si,s—i) je na {(si,s—i)|si € Si} maximalni.

Mi(Si,s-i,>) = {si € Si|Ui(s],s-i) = Ui(si,s-i); Vsi € Si}
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Charakteristika Best-response, formalné

MnoZzina profild hry:

s=]]s

iceQ
MnoZina sub-profild hry (pro kazdého hrdte i € Q !!!):

s.i= ][ s

JEQ_;
Best-response hra&e i v sub-profilu s_; € S_;:
BRi(s_;) = arg max[U;(si, s_;)]
S,'ES,'

Poznamka: promyslete si algoritmus vypottu BR;(s_;). Jaké ma
vstupy a vystupy?
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Charakteristika Best-response

Z definice: BRi(s—;) C S;.

» Hra¢ v kontextu s_; voli svou nejlepsi odpovéd BRi(s_;).
Takto se zfejmé& budou chovat vSichni.

» Vzdjemnd nejlepsi odpovéd bude asi rovnovazny profil ve hte —
tzn. rovnovaha — zadny hra¢ nechce ménit svou strategii.

» Situace, kdy pro n&jaké i € Q as_; € S_; je |BRi(s—i)| > 1
vyjadFuje uréitou nejistotu hrace v jeho tahu. Vede na smi%ené
chovani (pozdgji).

» Z¥ejmé& vzdy plati: Vi € Q,Vs_; € S_; : |[BRi(s—;)| > 0.
Pro¢??

Best-response je zdklad v3ech herné-teoretickych algoritmi.
Best-response je korespondence:

BR,' : 5_,' —— 5,'
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Dominantnost strategii ve hte

Pedro/Juana Spolupracovat | Trestat
Rozdélit spravedlivé 10,10 0,0
Rozdélit vychytrale 100,1 0,0

V nékterych rozhodovacich situacich jasné& citime, Ze jedna
strategie s je vyrazn& lepéi ne? druhd s? bez ohledu na dali
okolnosti. Rikdme, 7e takova strategie s! striktn& dominuje nad s2.
Definition

Mg&jme hru I = (Q; {S;}icq; {Ui}icq). Strategie s} hrdte i € Q
striktné dominuje nad jeho strategii 5,2, pokud plati Ze:

Vs_; € S_;: U,'(S,-l,S_,') > U;(S,-2,S_;)
Co z toho plyne? RaciondIni hrd¢ i € Q bude vZdy preferovat s,-1

nad s?. Strategie s} je dominantni (dominant) a strategie s? je
dominovand (dominated).
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Dominantnost strategii ve hte

» Pokud plati, Ze s} striktn& dominuje nad viemi S; \ {s!}, pak
je s,-1 pro hrace i striktn& dominantni.

» Pokud Vs} € S;\ {s?} plati, Ze s! striktn& dominuje nad s?,
pak je s,-2 striktné dominovana.

» Pokud ma3 raciondlni hra striktné dominantni strategii, bude
ji vZdy hrat.

» Pokud ma raciondlni hrac striktné dominovanou strategii, tak
Ji nikdy hrat nebude.

> RaciondIni hra¢ si uvédomuje existenci dominantnich strategii
svych protihraca.

» M3 kaZzda hra striktné dominantni strategii?

Pozndmka: promyslete si algoritmus vypoctu dominance strategii.
Jaké ma vstupy a vystupy?
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Dominantnost strategii ve hte

Striktni dominance zavadi opét formu preference hrace. Jaka je to

relace?
=;CS; x5
» Je GpInd? Plati Vs,-l,s,-2 €S;; s} #* s,-2 : s,-1 —i s,-2 \Y, s,-2 i s,-l??
» Je reflexivni?
» Je tranzitivni?
> Je symetrickad?

> Je asymetrickd?

v

Je antisymetricka?

D34 se o striktni preferenci nad strategiemi néco f¥ici?
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P¥iklad: Véznovo dilema

Jedna z nejslavnéjsich hernich situaci. Mnoho vykladi.

>

Policie zadrzi Petera a Johna, ktefi jsou podezteli z bankovn{
loupeze. Neexistuje vSak proti nim p¥imy diikaz.

Podezteli Peter a John jsou umisténi do oddélenych cel a
vyslychéni zvldst = nemohou spolu komunikovat (kooperace,
vyjednavani).

Maji kazdy dv& moZnosti: vypovidat (p¥iznat se a zradit
kumpdna), ml¢et (spolupracovat s kumpanem). Cilem policie
je z nich dostat pfiznani.

Policie kazdému sdéli: pokud budes$ vypovidat a tviij kumpan
mlcet, pak t& pustime a tvidj kumpan dostane 20 let. Pokud
budete vypovidat oba (pfiznate se), dostanete oba 10 let.
Pokud budete oba mléet, dostanete aspoii kazdy 1 rok za
nedovolené drZeni zbrané.

KaZdy podezrely ptedpokldda: racionalitu protihrace,
kompletni informaci o hte.
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P¥iklad: Véznovo dilema

Peter/John | vypovidat | ml¢et
vypovidat -10,-10 0,-20
mléet -20,0 -1,-1

» Jakd je BRpeter(vypovidat) a BRpeter(mlcet)?

» Dominuje vypovidat nad mlcet?

> vypovidat je strikné€ dominantni strategie, raciondlni hrac ji
bude vZdy hrat.

» Oba hrac¢i maji striktn& dominantni strategii. Vznika
ekvilibrium striktné dominantnich strategii (nepfili§ v
realité Casté).

» Ekvilibrium: s* = (vypovidat, vypovidat) = U;(s*) = —10
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P¥iklady véziiova dilematu v nasem Zivoté

> Véziiovo dilema md prekvapivé hodné realizaci v nasem
Zivoté. Ve v8ech je pak patrné, Ze sobeckost a neschopnost
kooperovat vede na méné optimalni vysledek hry.

» VSechny aspekty reklamy a obchodu: investovat do reklamy,
uvadét DPH u vyrobki, ...

» Zbrojeni, mezindrodni vztahy.

» UZivani hromadné dopravy versus osobni auta.

A/B Zrada Spoluprace
Zrada (trest,trest) (pokuseni,o8kubanf)
Spoluprdce | (o3kubdni,pokuseni) | (odmé&na,odmé&na)

oSkubani < trest < odména < pokuseni

Tragedy of the commons. Tragédie obecni pastviny. Sharing.
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Varianty véziiova dilematu

Peter/John | vypovidat | ml&et
vypovidat -10,-10 0,-20
mlcet -20,0 -1-1

Zlepsi se vysledek, kdyz:
» v&zni maji moznost komunikace pfed provedenim rozhodnuti?
> se situace opakuje?

> je common knowledge, Ze zrddce bude bidn& zasttelen
kumpany venku? (dav&ryhodna hrozba):

Peter/John | vypovidat ml&et
vypovidat | -500,-500 | -1000,-20
mléet -20,-1000 -1-1

Martin Hruby THE: Nekooperativni hry v normalni formé



Iterativni eliminace dominovanych strategii

Myslenka: pokud hra¢ nikdy nebude hrat striktné dominovanou
strategii, pak je tato ve h¥e zbytetna (resp. v jeho mnozing
strategif).

>

>

v

Které strategie jsou pro hrace racionalni?

Hru I = (Q; {Si}icqi {Ui}icq) je tedy mozno redukovat na
"= (Q;{S/}icqi{U!}icq) bez ztrity strategické
vérohodnosti.

Redukce I - [

Redukce iterativné probihd, dokud je ve h¥e n&jaka
dominovand strategie

FEM T BT kde I =T,
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Iterativni eliminace dominovanych strategii: +

Vstup: hra I = (Q; {Si}ic; {Ui}icq)
Vystup: hra " = (Q; {S/}icqi {U!}icq)

1. Vi € Q: S} := {s; € Si|s; je striktn& dominovan4 }.
2. T'=(Qi{Si\ Sgticqi {Ui}ica)

3. Vie Q:Vs' €S : Ul(s") = Ui(s") jsou redukované funkce
uZitku (restrikce U;j na U!)
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Slaba dominance

» Podobny druh dominance, ktery v8ak uZ nenf striktni.

» Nenf jiz zcela korektni eliminovat slabé dominované strategie
(mohly by tvofit ekvilibrium).

Definition
Strategie s,-1 hrace i € Q slab& (weakly) dominuje nad jeho strategii
s,-2, pokud plati, Ze:

Vs_; € S_;: U,'(S,-l,S_,') > U,'(S,-2,S_,')

a soucasné

Js ;€S ;:Ui(st,s_i) > Ui(s?,s_;)

Pozn.: Aplikace eliminace zaloZené na slabé dominanci jsou mozné
v politickych v&dach (volebni mechanismy). P¥iklad viz McCarthy.
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Eliminace her algoritmicky

Zajimavé pojednani je v ¢lanku:

Itzhak Gilboa, Ehud Kalai, Eitan Zemel: The Complexity of
Eliminating Dominated Strategies, MATHEMATICS OF
OPERATIONS RESEARCH, Vol. 18, No. 3, August 1993, pp.
553-565
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(Strategicka) ekvivalence her

Definition

Hra I = (Q,{Si}icq. {Ui}ieq) je ekvivalentni s hrou

M =(Q,{Si}icq,{U/}icq), pokud existuji pro kazdého hrite
i € Q redlna &sla A;, B;, kde A; > 0 a plati Vs € S:

UI{(S) = A,'U,'(S) + B;
Tzn., pokud ke h¥e pFipottu n&jaké &islo (resp. vyndsobim
konstantou), strategicky charakter hry se nezméni.

Pozndmka: Problém finanéniho poradce.
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Best-response ekvivalence

Definition
Mgjme hru I = (Q; {Si}icq; {Ui}icq). Necht

BRs;= | BRi(s-)
s_j€S_;
Pak je hra
I = (Q: {BRsi}icqi {Ui}icq)
BR-ekvivalentni s T.

Pozn.: zamyslete se nad algoritmem vypoétu BR-ekvivalentni hry.
Pozn.: mize [’ obsahovat striktn& nebo slab& dominované
strategie?
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Never Best-response strategie

Definition
M&me hru I = (Q; {Si}ic: {Ui}icq)- Pro kazdého hrate i € Q
|ze strategie z hlediska BR rozdélit do t&chto kategorii:
» BR strategie — BRs;.
» Always-BR (vZdy) strategie — ABR; C BRs; a plati
Vs; € ABR; : si € BRi(s_;) pro v3echny s_; € S_;
» Never-BR (nikdy) strategie — NBR; = S; \ BRs;.

Jaky je vztah BR a strategické dominance? Véta, dikaz...
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Hry bez striktné dominantnich strategii

Striktni dominance je neobvykld. Situace (Skinneriv chlivek):
mame dv& prasata (dominantni a submisivni) zaviend ve chlivku
vybavaném pdkou a korytem. KdyZ se stiskne paka, do koryta
spadne Zradlo s energetickou hodnotou 10 jednotek. Cesta k pace
a zpatky ke korytu spotfebuje dvé jednotky energie.
Pf¥edpokladame, Ze dominantni prase v souboji o koryto vzdy vitézi.

T
5‘@@ =2

dominantni/submisivni | stiskni pdku | sed u koryta
stiskni paku 8,-2 53
sed u koryta 10,-2 0,0

Martin Hruby THE: Nekooperativni hry v normalni formé



Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich

» Hra¢ bude vZdy hrat Best-response. VSichni hraéi budou vzdy
hrat best-response na best-response protivnika, na BR na BR
na BR, ...

> Vzdjemna BR je rovnovaha.

» Snaha hrit BR je zfejmé& common knowledge ve hte.

» Ekvilibrium je strategicky profil, ve kterém zadny hra¢ nemize
zlepsit svij uZitek zmé&nou své strategie (tzn. zmé&nou své
strategie si miZe zhorsit uZitek).

» Pure Nash Equilibrium (PNE).

» Mixed Nash Equilibrium (MNE).

Martin Hruby THE: Nekooperativni hry v normalni formé



Definice Nashova ekvilibria v ryzich strategiich

Definition
Me&jme hru I'. Profil s* € S se nazyvd Nashovo ekvilibrium v ryzich
strategiich, pokud plati:

VieQ:Vsi€S;: U,'(S;k,Si,-) > U,'(S,',Si,-)

Definice plati bez ohledu na to, zda-li s; = s nebo s; # s/

Nashovo ekvilibrium je nejvyznamnéjsi solution concept
v nekooperativnich strategickych hrach s nenulovym
souétem. Celkové je NE zdkladni koncept vSech her.

Pozn.: Znalost definice NE a jeho pochopeni je absolutné nezbytné
pro predmét THE.
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John Forbes Nash jr., (nar. 1928)

Nashovo ekvilibrium bylo poprvé definovano v té&chto ¢lancich:

> Nash, J.: Equilibrium points in n-person games, Proceedings
of the National Academy of Sciences 36(1):48-49., 1950

» Nash, J.: Non-Cooperative Games, The Annals of
Mathematics 54(2):286-295, 1951
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Alternativni definice NE

Vychdzime z poznani, Ze NE je sloZeno ze vzdjemné nejlepsich
odpovédi, tudiz:

Definition

Mé&jme hru I'. Profil s* € S se nazyva Nashovo ekvilibrium v ryzich
strategiich, pokud plati:

Vie Q:s; € BRi(s*))
Pozn.: vS§imnéme si, Ze matematika definuje pojem vysledku, ale

neukazuje cestu k jeho vypoctu. Budeme zkoumat algoritmy
vypoctu PNE (a ¢asem MNE).
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Vlastnosti PNE

Pojem efektivnost profilu/ekvilibria:

E(s)=)_U(s)

i€eQ

» Pokud je hra I modelem né&jaké realné situace a ' ma PNE,
pak je velmi pravdépodobné, Ze i hradi v realité se budou
chovat podle PNE (PNE je self-enforcing).

» Hra miZe mit vice PNE. Pak si pfedstavme PNE jako
energetickou stabilni hladinu, kterd udrzuje hrace v n&jakém
chovani. Pokud p¥ipustime opakovani hry, tak miZe dojit k
presunu chovani hra&d z jednoho ekvilibria do jiného (obvykle
efektivn&jsiho).

» Mdize existovat hra bez PNE, ale néjaké chovani v ni hraci
presto maji (bude mit stochasticky charakter).
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Vlastnosti PNE: NE je neeliminovatelné

Theorem

Je-li (s{,5,...,5y) Nashovo ekvilibrium, pak Zddnd z jeho strategii
s; nemiiZe byt ze hry eliminovdna iterativni eliminaci striktné
dominovanych strategir.

Intuitivné chdpeme, Ze strategie hracd v ekvilibriu jsou jaksi vitézici
a Ze nemuiZe pro Zzadného hrale i € @ existovat takovd strategie
s' € Si\{s'}, ze by Uj(s',s*;) > Ui(s*).

Tento fakt je pro analyzu her velmi dilezity. Plyne z toho, Ze
iterativni eliminace dominovanych strategii mizZe byt pouZita jako
néjaké " pfedzpracovani” hry.
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Vlastnosti PNE

Theorem

Je-li (s{,s5,...,sp) jediny profil, ktery ziistal po iterativni eliminaci
striktné dominovanych strategii, pak je tento profil jedinym
Nashovym ekvilibriem.

Toto je taky jasné, protoZe pak je tento profil ekvilibrium striktné
dominantnich strategii. Mimo to, pokud ma hra ' = (Q; S; U)
mnoZzinu profild takovou, ze S = {s} (tzn. |S| = 1), pak s je
ekvilibrium, protoZe neexistuje pro zddného hra&e jina (lep3i)
strategie.
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Algoritmy nalezeni PNE

Algoritmy pro nalezeni PNE jsou v zdkladu jednoduché. Jejich
problemati¢nost mize spocivat v algoritmické ¢asové sloZitosti.

Algoritmy:
» PNEs(T') = {s € S|s je ekvilibrium}
» Redukce na BR-ekvivalentni hru, nasledn& konvenéni
algoritmus
» Redukce iterativni eliminaci striktn€ dominovanych strategif,

Konvenéni vypodet:
1. Let BRprofs; = Us_,-ES_,-{(b’ S_,')|b S BR,'(S_,')}
2. PNEs = (\;c o BRprofs;

dominantni/submisivni | stiskni pdku | sed u koryta
stiskni paku 8,-2 5,3
sed u koryta 10,-2 0,0
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Efektivita vysledku hry, dominance nad profily

Pfedpokladejme, Ze vypoltem dosdhneme mnoZziny ekvilibrif
PNEs = {s*1,s%2..}.

N 14

» Zkoumame, je-li néjaky profil efektivn&jsi nez druhy, tzn.
E(s*1) >7 E(s*?).

» Otdzkou je opét naSe schopnost predikovat chovani hraéi —
tedy, ktery profil s*/ zvoli.

» Zndamym modelem této situace jsou koordinaéni hry.

Pochopme, Ze TH nedava odpovédi na otazky, co hra&i udélaji.
Teorie her je dle jedné hezké definice (Osborne,Rubinstein) pytel
analytickych ndstroji pro pochopeni chovani jedinci pFi
strategickém rozhodovani.
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Jak nalozit s vysledkem?

Interpretace vysledki analyzy herniho modelu je proto dillezita.
Pokud trvame na to, Ze chceme od modelu odpovéd, pak je tfeba
dodat model chovani v situaci vice ekvilibrii.

R{zné varianty pojeti optimalniho vysledku. Nejznaméjsi je pojeti
pojmenované podle Vilfreda Pareto (1848-1923, italsky ekonom).
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Pareto efektivita (optimalita)

M&me hru I = (Q; {Si}icqi {Ui}ico):

Definition

Strategicky profil (ekvilibrium) s € S pareto dominuje nad profilem
s’ € S, jestlize plati:

Vie Q: Ui(s) > Ui(s)
a soucasn& existuje alespoii jedno i € Q, ze U;(s) > U;(s')

Pak mizeme pokracovat v rozhodovani nad ekvilibrii tak, Ze
hleddme Pareto efektivni FeSeni.

Definition

Strategicky profil (ekvilibrium) s € S je pareto efektivni
(optimdlini), pokud neexistuje jiny profil s’ € S, ktery by pareto
dominoval s.
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Koordinaéni hra

Koordinaéni hra je specidlnim p¥ipadem hry, kdy je pro hrace lepsi
se domluvit na spole€né volbé& strategie (nap¥. stejného IT
standardu).

P¥iklady: jizda po silnici, Battle of sexes, Stag hunt (Lov na jelena,
modeluje konflikt "zabezpeleni se” versus socidlni kooperace,
Jean-Jacques Rousseau)

A/B | left | right Zena/muZ | box | balet
left | 10,10 | 0,0 box 23| 11
right | 0,0 | 10,10 balet 1,1] 3.2
A/B lovit jelena | lovit zajice
lovit jelena 10,10 0,7
lovit zajice 7,0 7,7

Martin Hruby THE: Nekooperativni hry v normalni formé



Antikoordinaéni hra

Slavnd je hra " Game of chicken”. Dva pubertdci se pot¥ebuji
vefejné zviditelnit. Sednou do svych aut a jedou proti sob& Kdo
uhne, je srab (ov8em zpiisobi, Ze oba pfeZiji).

A/B | srab | drsiidk
srab 0,0 -1,1
drsiidk | 1,-1 | -100,-100

Je to ukdzka hry, kdy je lépe volit navzdjem opaéné strategie. Tuto
situaci budeme studovat diikladnéji v dynamickych hrach, kde si
zavedeme pojem " dlv&ryhodna/nedivéryhodnd hrozba”. Tudime,
Ze cilem je presvédcit protivnika, Ze vy rozhodné neuhnete, pak je
jeho BR uhnout.

Tato situace je znama také z tzv. Kubanské krize (Cuban
missile crisis, Fijen 1962).
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Ultimatum game

Dva hréci se maji podélit o 100 dukatii. Dé&lba probihd tak, Ze
fadkovy hra¥ navrhne rozdgleni a sloupcovy ho bud p¥ijme (a pak
je provedeno) nebo odmitne (a pak penize nedostane nikdo).

Jaky je model hry? Ma hra PNE? VéFite tomu PNE?
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Nekooperativni versus kooperativni chovani

Peter/John | pfiznat se | zatloukat
pfiznat se -10,-10 0,-20
zatloukat -20,0 -1-1

» PNE je stabilni feSeni hry. Byva prekvapujici, jak tento
outcome miiZe byt neefektivni ve srovnani s jinymi profily
(které oviem nejsou self-enforcing).

» P¥ikladem je profil (zatloukat,zatloukat) ve Vé&ziiové dilematu.

N 14

» Kooperativni feSeni hry miZze byt efektivnéjsi pro spole¢nost,
ale dominovano jinou strategii jedince.

» Budeme zkoumat moznosti tvorby koalic a vyjednavani.

» Kooperativnost do chovani zavadi taky opakovani herni
situace (kde hraci musi &elit nasledkiim predchozi hry) —
model: restaurace v turistické zéné versus hospoda pro mistni.
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P¥iklad hry bez PNE: Matching pennies

KaZdy hrd¢ ma penny. Tajn& oto&i svoje penny na heads/tails (tim
voli strategii).

A/B | heads | tails
heads | 1,-1 | -1,1
tails -1,1 ] 1,1

» Jak se zachovaji hradi, pokud nemaji PNE?

» Co znamend, Ze neexistuje PNE?

» Budou hra&i hru hrat? Z¥ejmé musi...

» Zopakujme si, Ze TH je analyticky ndstroj pro zkoumani
interakci.

» Hrdaci hru hraji, rozhoduji se, takZe musi existovat jeji
matematicky model.
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v

Definice a vyznam hry v normalni formé&.

v

Best-response, strategickd dominance, ...

v

Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich (PNE).

» Existuji hry bez PNE, ale zfejm& maji jinou formu ¥eSeni.

PF¥isté: ReSeni smiseného NE.
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