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Zatim jsme studovali "hotové situace” a hledali racionalitu v reakci
hra¢d na situaci. Tzn., umime zkoumat reakci hra¢d na situaci.

» Mechanism design je opacnou tlohou.
» Také nazyvano " Reverse game theory” — Teorie her naopak.

» Zabyva se studiem situaci s privétni (tajnou) informaci — cilem
je formou navrhu hry dosdhnout pravidel, kdy je pro hrace
raciondlnim chovanim "odtajnit” svoje privatni informace.

» Stdle se predpokladd racionalita hra¢li. Nebudujeme fyzikaln{
zékony (kde se nemusime strachovat o vymahatelnost), ale
pravidla (mechanismy), kde je hra¢ovou nejlepsi odpovédi se
chovat dle naseho olekdvani.

Leonid Hurwicz, Eric Maskin, and Roger Myerson — Nobelova
cena, 2007.
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Mechanism design (MD)

MD nachazi uplatnéni v téchto t¥idach problémi:

» Volby (teorie vefejné volby) — kazdy voli¢ ma své preference a
zkoumdme volebni mechanismy vedouci k vefejné optimalni
volbé.

» Trhy — zkoumdme mechanismy ekonomiky. Dokonaly trh
zfejmé neexistuje. Cilem je spravna realokace zboZi a penéz.

» Aukce — specidlni pfipad trhu, kde je pouze jeden prodavajici.
Hledame pravidla pro uréenfi vitéze a zplisobu vedeni aukce.
Kombinatorické aukce.

» Déleni (dé&litelné/nedé&litelné zbozi, kvéty) — spravedlivé
rozdéleni, envy-free, efektivni.

» Vefejné zaleZitosti, pravidla a zdkony — regulace, dang,
alokace (kvét, statkd, ...), ...

Kli¢ovym ukazatelem mechanismu je odolnost viidi strategické
manipulaci (strategy-proof, incentive compatible, truthfull).



Teorie vefejné volby (Social, Public Choice)

Specifikace problému:

» Skupina voli¢d | = {i, ..., iy} chce zvolit jednoho z mnoZiny
A kandidatd.

» KaZdy voli¥¢ md na mnozin& A své preference (lplné
usporadani — ostré/neostré).

» Volime ¢lovéka ve volbach do funkce, volime alternativu
vefejného rozhodnuti nebo jenom tfeba film pro velerni
promitani.

» Vzdy mdme alternativy, voli¢e a potfebu se spole¢n&
rozhodnout.

» Oclekavame, Ze kazdy voli¢ chce dosahnout svého cile —
raciondlné se rozhoduje a vnima uZitek z vysledku rozhodnuti.

Volebni pravidla (zpiisob urgeni vitéze) = mechanismus.

Martin Hruby THE: Mechanism design



Odolnost vii&i strategické manipulaci

Esencidlni otdzka: pro¢ je to dilezité? Tj., pro€ je dlleZité zjistit
pravdu?

» Volby (teorie vefejné volby) — skuteZn& prava spoletensky
optimalni volba.

» Trhy a Aukce — zjisté&ni optimalni ceny.
» Déleni (dé&litelné/nedélitelné zbozi, kvéty) — spravedinost jako
spoleenska norma, stabilita systému.
» Vefejné zaleZitosti, pravidla a zakony — zajisténi poZadovaného
chovani hraca.
Pokud je moZnost manipulovat mechanismus, hraci to udélaji.
Pokud manipuluji v8ichni, systém nefunguje.
Mnohdy je v&tsi diskuse kolem volby mechanismu (meta-volby) nez
nad samotnym predmétem voleb. Diktatorstvi.

Martin Hruby THE: Mechanism design



VétSinova volba

Zakladnim mechanismem voleb je vétSinova volba.

» Secteme hlasy pro jednotlivé kandidaty, vitézi kandidat s
nejvyssim poctem hlasd.

» Mdme-li dva kandidaty A = {a1, a>}, je volba jednoducha:
seteme hlasy pro a; a hlasy pro a».

> Prvni problém: co udélame, pokud je podet hlasi shodny?
Pokud volby zopakujeme, pak celd &innost neddava smysl,
protoZe nemlZeme ofekavat, Ze voli¢i v druhém kole zmén/
svoje preference.

» Pokud je kandidati vice, miiZe to dapadnout jesté horsim
zplisobem.

Vice kandidatd a mechanismus v&tsinové volby (duely) — pak siln&
zaleZi na poradi rozhodovéni o jednotlivych dvojicich.
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>

>

Mdme mnoZinu alternativ A.

Preference na mnozing A. Opét budeme definovat na relaci
slabé preference R C A x A.
Obvyklym zplisobem chapeme relaci striktni preference a
indiference.
Slabou preferenci budeme zapisovat:

» =; vztaZzenou ke hrddi i

» > vztazenou k celkové spoleénosti
Striktni preferenci obdobné&: >;, >
P¥ipomeiime, Ze olekdvame jistou logiku v preferencich —
tranzitivitu preferenéni relace.

Chceme zjistit, co se stane pf¥i preferencich jednotlivca >;,
jaka bude preference (a potom volba) spoleénosti >-.
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Smysl preference ve volbach

» Pokud je |A] =1, volby se nekonaji.
» Pokud je |A| = 2, intuitivn& chapeme, Ze hra& preferuje jednu
z alternativ (p¥eje si jednu a druhou nechce).

» Pokud je |A| > 3, voli¢ stale preferuje jednu alternativu (jeho
maximum), ale musi mit ndzor i na preference nad zbytkem
alternativ.

> Pak piSeme a3 >; ax > ... > ax.

V teorii vetejné volby nepracujeme s maximy hraci, ale s jejich
preferencemi.
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Vétsinova volba: manipulovatelnost p¥i |A| = 2

VE&tsSinova volba se dvéma alternativami je z principu
nemanipulovatelna.
» Hrac i preferuje a; nad ap. Tj., preference je a; »; as.
» Uzitek Ui(a1) =1, Ui(a2) = 0.
» Hra¢ nezvysi sviij uZitek (ani slab&), pokud bude prezentovat
jinou preferenci — as = as.
» P¥i |A| = 3 to mize byt jinak.
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Modelova situace voleb — I.

Preference/Voli¢i: | iy | i | i3
1. A|lA|B
2. B|C|C
3. C/B|A

Tabulka modelu preference voli¢a | = {i1, i», i3}.
Voli¢ i1: A=; B =; C.

P¥i vétSinové volb& zvitézi alternativa A. Celkova preference je
A~ B> C.
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Modelova situace voleb — II.

Preference/Voli¢i: | iy | i | i3
1. A|lC|B
2. Bl|A|C
3. C/B|A

Tabulka modelu preference voli¢a | = {i1, i», i3}.
Voli¢ i1: A=; B =; C.
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Prvni nazor

Preference/Voli¢i: | iy | i | i3
1. A|lC|B
2. Bl|A|C
3. C/B|A

Vitéz by mé&l byt schopen zvitézit v duelu s kazdym
protikandiddtem.
» Duel A:B (vitéz A, dva hlasy), tzn. celek A >~ B
» Duel A:C (vitéz C, dva hlasy), tzn. celek C >~ A
» Duel B:C (vitéz B, dva hlasy), tzn. celek B > C

1. kolo — vit&zi A, 2. kolo (A versus C) — vit&zi C. Je tedy C vitéz
voleb?

Vitéze nevidime, ke v8emu je zmatek v celkové preferenci voli¢i:
A-B>C>A
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Condorcetilv paradox

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet
(markyz de Condorcet, 1743-1794).

>

>

Francouzsky filosof a matematik.

Poukdzal na koncep¢ni nedostatek v&tsinové volby (zmin&ny
paradox): predpokldddme-li tranzitivitu u preferenci voli¢a, Ize
dosdhnout netranzitivni celkové preference.

Condorcetlv vitéz je alternativa X s tou vlastnosti, Ze pro
kaZdou alternativu Y je polet voli¢h preferujicich X pted Y
vétsi, neZ pocet voli¢t preferujicich Y pred X.

P¥iklad: Vétsina prefuje C pted B, C pfed A, B pfed A. Zavér:
A je porazeno B i C, vétsina preferuje C nad B, vitézi C.
Condorcetliv vitéz nemusi existovat.

Dalsi studie: Condorcet’s jury theorem.
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Strategicka manipulace

Preference/Voli¢i: | iy | i | i3
1. A|lC|B
2. Bl|A|C
3. C/B|A

» Jsem tfeti voli.

» Vidim, Ze mij kandidat B neni oblibeny, ale nechci pFipustit
zvoleni A.

» Budu proto prezentovat svoji preferenci zmanipulovanou:
C =3 B >3 AaROZHODNU o vitézi voleb.

Situace, kdy podani nepravdivé informace o preferencich mohou
ovlivnit vysledek volby jsou neZadouci. Hleddme mechanismy, které
jsou zabezpedeny proti strategické manipulaci.
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v

Jean Charles de Borda (1733 — 1799).

Kritizoval volebni mechanismy ve Francouzské akademii.
Navrhl rozdélit "body” kandidatim: kaZdy voli¢ p¥idéli |A|
svému prvnimu kandidatovi, |A| — 1 druhému, ..., jeden
poslednimu. Vitéz je kandidat s nejvyssi sumou bodd.

v

v

v

Zda se to jako idedlni metoda.

v

Mnohdy vede k FeSeni, je ovSem strategicky manipulovatelna.
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Demo: Borda count

Preference/Voli¢i: | 5 voli¢i | 4 voli&i | 3 voli&i
1. A B C
2. C C B
3. B A A

Vétinova volba je A > B > C (5:4:3). Jak dopadnou duely?

v

Ama3-5+1-4+1-3=22bodi.
Bmal-5+3-442-3=23 bodd.
Cma2-5+2-4+3-3=27 bodu. Je to Bordiv vitéz.

C vitézi i Condorcetovsky.

v

v

v

Martin Hruby THE: Mechanism design



Borda count, jiny ptiklad

> WO X~
W AXIZN
O X > ww
> WO X
WO X o
0O X > o
> W N X~

e

X=22, A=17, B=16, C=15
X odstoupi. V tom okamzZiku je vysledek: A=13, B=14, C=15

Borda count neni odolny proti irelevantnim alternativam.
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Duncan Black (1908-1991)

Vitézem je:
» Condorcetilv vitéz, pokud existuje.
» Bordlv vitéz v ostatnich p¥ipadech.

Zkuste sami navrhnout volebni mechanismus pro 3 a vice kandidaty
(nap¥. rizné kolové (sekven&ni) formy voleb dvou protikandid&ti).

Kenneth Arrow ukazal, Ze spravedlivé volby nejsou moZné.

Pozor: Obecné je nelze garantovat. Neznamen3 to, Ze Zijeme v
nespravedlivém svété&.
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» Necht A je mnoZina alternativ. Budeme formalizovat obor
hodnot v8ech moZnych preferenci.

» MnoZina R je principem totoZna s S; ve strategickych hrach.
Podobn& RN je S.

Definition
Mé&jme mnoZinu alternativ A. MnoZina R obsahuje v8echna mozna
uspofdddni na mnoZzin& A (je izomorfni s permutacemi na A).

Definition
Mé&jme mnoZinu alternativ A a n voli¢l. Profilem p uspotradani
preferenci budeme rozumét uspofadanou n-tici

p=(RYR?*®.,R")ER"
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Social welfare function

Také pod nazvem: Social Agregation Function, Preference
Agregation Rule, ...

Definition
Funkei spoletenského blahobytu (social welfare function) budeme
rozumét funkci

F:R" >R

Preference jednotlivce budeme zapisovat x >=; y (vZdy vztaZeno k
n&jakému profilu p). Preference spoletnosti x > y.

Funkce F je mechanickym arbitrem (¥idi se pravidly), kterd na
zadané preference voli¢i sestavi preferenci celé spole¢nosti (zaklad
pro volbu optima).
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Zakladni ptredpoklady

Je-li |A| = 2, pak je jedinym rozumnym mechanismem v&tsinovd
volba.
» Potet alternativ je |A] > 3.

» Funkce spoletenského blahobytu je definovana pro viechny
profily individudlnich preferenci (tzn., arbitr je schopen sestavit
spoletenskou preferenci v libovolné situaci preferenci voli¢i).

» Spolecnost obsahuje alespofi dva volice.
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Podminka tranzitivity

Definition
Funkce spoletenského blahobytu F je tranzitivni, je-li F(p)
tranzitivni pro véechny p € RN.

Tranzitivitu povaZujeme za minimalni projev logiky rozhodovani
(nap¥. pro nalezeni maxima).

Arbitr je schopen sestavit tranzitivni spoleenskou preferenci ve
v8ech moznych situacich preferenci jednotlivci.
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Podminka nediktatorstvi

Definition

Funkce spoleéenského blahobytu F je nediktatorskd, pokud
neexistuje i € Q takovy, ¥e pro viechny p € RN a kazdé dvé
alternativy x, y € A plati, Ze pokud x >; y, pak x > y.

Tato podminka uklada, aby Zadny hrac i nezpisobil svou preferenci
preferenci celku, bez ohledu na to, co si pfeje celek. Zatim
nemluvime o strategické manipulaci (p¥edklada nepravdivé
preference).

Uvidime, Ze s touto podminkou je zdsadni problém. Navic,
diktatorem neni rozumén "zly ¢lovék™ — prosté jsou situace, kdy
rozhodnuti zavisi na jednotlivci.

Martin Hruby THE: Mechanism design



Podminka Pareto optimality

Definition

Funkce spolecenského blahobytu F je slab& Pareto optimalni,
pokud x >=; y pro viechny i € Q zpUsobi, Ze x > y pro libovolné
x,y € A

Tato podminka je velmi p¥imo&ara: pokud si kaZdy zvlast preferuje
x pred y, pak i celek preferuje x pred y.

Pozn.: Existuje jest& striktné Paretovskd optimalita v teorii vefejné
volby, podminka je oviem zna¥né siln&j&i (mozno dostudovat).
Tzn., slab&/siln& Paretovskd optimalita v tomto p¥ipad& nesouvisi
se slabosti/striktnosti preference.
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Podminka Nezavislosti na irelevantnich alternativach (IIA)

Independence of irrelevant alternatives (11A) je p¥itomna ve viech
¢astech THE posuzujicich preference. Formalné je definovana:

Definition

Funkce spolecenského blahobytu F je nezavisld na irelevantnich
alternativach, pokud plati pro libovolné x,y € A a libovolné dva
profily p,p/ € RN, 2e x =; y & x ~"y pro viechny i € Q
implikuje x = y & x =" y.

Mame dva pohledy na véc: p, p’ € RN, pokud v obou vichni hra¢i
preferuji x pfed y, pak i celek musi v obou p¥ipadech preferovat x
pred y.

Jinak ¥eceno, pokud v obou profilech maji hraéi stejny ndzor na
preferenci na {x,y}, mély by byt vysledné spoletenské preference
konzistentni v otdzce preference mezi {x,y}.
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Demonstrace IIA

UvaZujme Borda count, kterd zplsobi: A — 11 bodd, D — 8 bodi,
tedy A > D.

O|l0|lm| > <
Olwn|>=
> O] 0| m| X
> O 0| w <
> Ol 0N

Sl el I

Omezime-li se pouze na alternativy {A, D}, pak: A —7 bodd, D —
8 bodi, tedy D = A.

VIW | XY | Z
1. .A|A|D|D|D
2.1 D AlAA
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Arrowlv teorém

» Nazyvan téz: Arrow's paradox, Arrow's impossibility theorem.

» Kenneth Arrow (Nobelova cena, 1972).

» Nejvyznamnéjsi teorém ve spoledenskych védach.

» Arrow ukdzal, Ze funkce spoletenského blahobytu, ktera je
tranzitivni, Pareto optimdlni a IlA, je diktatorska.

» Taky lze ¥ict, Ze pfedchozi 4 podminky (tranzitivita, Pareto
optimalita, I1A, nediktétorstvi) jsou vzdjemn& nekonzistentni —
nemohou platit soucasné.

» Ndsledky: vzdy jedna vlastnost vypadne
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Arrow’s Theorem

Theorem

Je-li A kone¢na mnoZina alternativ s alespori tremi alternativami,
pak neexistuje spoleCenska agregaéni funkce F : RN — R, kterd je
tranzitivni, nediktatorskd, slabé Pareto optimalni a nezavisla na
irelevantnich alternativach.

Existuje nékolik ekvivalentnich formulaci Arrowova theoremu a
stejné tak nékolik jeho diikazli. P¥edvedeme si diikaz zaloZeny na
zkoumani mnoZiny rozhodujici uspo¥adanou dvojici (x,y).

Mnoho partii MD je zaloZeno na hledani minimalni vitézné
koalice. Skupinova racionalita.

Martin Hruby THE: Mechanism design



Pomocna definice

Definition
Pro funkci spoletenského blahobytu F, je mnoZina/podmnoZina
W c Q:

» semi-rozhodujici dvojici (x, y), plati-li x > y pro viechny
p€RN kde x = y;Vie Way=;x;Vje Q\ W. Rozd&leni
spole¢nosti na dva tdbory.

» rozhodujici dvojici (x, y), plati-li x = y pro véechny p € RV,
kde x =; y;Vie W.

» rozhodujici, pokud je rozhodujici dvojici (x,y) pro viechny
x,y € A

Zaklad lezi v semi-rozhodujici mnoZin&€ W C @ pro x proti y:

VieW:x=iyAVje Q\W 1y =i x)Ax >y
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Pomocné lemma (field expansion lemma)

Lemma

Je-li F tranzitivni funkce spoleCenského blahobytu, kterd je slab&
Paretovska a IIA, pak W C Q je rozhodujici, pokud je W
semi-rozhodujici dvojici (x, y) pro nékterd x,y € A.

Dikaz jako domaci p¥iprava (projekt). PoZzadavky lemma na F
jsou (témé&¥) nesplnitelné.

Plyne z toho, Ze pokud je néjaka skupina voli¢di semi-rozhodujici
pro n&jaky pér alternativ (x,y), pak je skupina rozhodujici. Pro
funkce F, které jsou slab& Paretovské a IIA, skupina, ktera
semi-rozhoduje n&jaké (x,y), rozhoduje nad viemi alternativami.

Déle z toho plyne, Ze skupina rozhoduje vSe nebo nerozhoduje
vibec nic. Z definice, W musi byt maximalni. Diktatorstvi skupiny
neni problém (to je demokracie).
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Dohoda spolecnosti

PY¥edpokladejme dva tabory lidi A (50) a B (10).
> Aix>y>z
»Biy>x>z

v

PYedpokladejme existenci mechanismu
Fix>y>zy>x>z)=?
Condorcet: x >y > z

v

v

A semi-rozhoduje x > y, pak rozhoduje vse.

v

Nastane vZdy: bud je ndzor okoli v souladu s rozhodujici
skupinou nebo nema ndzor okoli vliv na vysledek voleb.

Zdaraznéme: existence skupiny se stejnym ndzorem neznamena
prosazeni nazoru. Zjisténi rozhodujici skupiny je "ex post”.
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Dukaz Arrowse

Ukazeme, e bud je jednotlennd skupina rozhodujici (tzn.
porusime nediktdtorstvi) nebo je celd spole¢nost nerozhodujici (a
tim porudime podminku slabé Paretovskosti). Tj., pokud se celd
spoleZnou nedohodne na lib. (x,y), pak se nedohodne na ni¢em.
Pokud si dokaZe spoletnost odhlasovat n&jaké (x,y), pak je
rozhodujici, ale pravdépodobné obsahuje diktatora.

Celkov& vzato ukaZeme, Ze stanovené podminky jsou vzdjemné
neslu¢itelné.

Velmi diilezité: zkoumdme cely prostor RN a vdechny mozné F.
Tzn., dliikaz zaloZime na situaci, kterou Ize povaZovat za
hypotetickou.
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Dukaz Arrowse

PYedpokladejme kone&nou mnoZinu alternativ A, kde |A| > 3. Pro
potfeby sporu predpokladejme, Ze F je tranzitivni, nediktatorska,
slab& Paretovska a IIA (najdeme libovolny p¥ipad, kdy to neplati a
tim prokdZeme spor s predpokladem).

Z ptedchoziho lemma plyne, e kazd skupina W C Q je bud
rozhodujici nebo nerozhoduje 2adné (x, y). Tvrzeni: pouze jedna
(maximalni) skupina miZe byt rozhodujici.

PYedpokladejme dvé& disjunktni mnoZiny (prdzdny prinik)

J,K C Q, které nejsou semi-rozhodujici pro libovolné x,y (a tim
nerozhoduji viibec). Necht L = Q \ (JU K). Protoze N > 2 a
neexistuje singleton (jednoprvkovd mnozina) {i}, kterd by byla
rozhodujici, pak J,K,L mohou existovat.
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Dukaz Arrowse

Dale predpokladejme profil p~ € RN takovy, Ze:

X=ry=;z Viel

z-;x»;y VjeK

y=: z=¢ x Vtel
Protoze J a K jsou ne-semi-rozhodujici pro jakykoliv par, plyne z
toho celkové€ z =~ x a y =~ z. Pokud je F opravdu tranzitivni,
znamena to navic y >~ x.

Z toho plyne, Ze skupina J U K je ne-semi-rozhodujici pro (x, y), a
tim ze JU K je celkov& nerozhodujici. Sjednoceni dvou
nerozhodujicich skupin tvofi tedy opét nerozhodujici mnoZinu.
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Dukaz Arrowse

Z ptedpokladu nediktatorstvi plyne, Ze 7z4dna singleton skupina
nemUZe byt rozhodujici.

Zavérem tedy zadna skupina voli¢d voli¢h (vEetn& Q) nemiize byt
rozhodujici a to porusuje ptedpoklad slabé Paretovskosti.
O

Pozor: nasli jsme hypotetickou konfiguraci, kdy mize nastat, Ze
celd skupina @ miZe byt ne-semi-rozhodujici jeden par alternativ,
coz implikuje, Ze nerozhodne nic. Jiné teorémy zjemiiuji Arrowiiv
paradox zavedenim omezeni, kterd vyluduji takové blokujici situace.

Pozn.: Existuji formulace diikazu Arrow’s Impossibility Theoremu,

e

které prokaZzi existenci diktdtora (dale v projektech).
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Funkce vefejné volby

Zatim jsme konstruovali funkci, kterd vytvarela kolektivni
preferenci. Zjednodudime problém na volbu jednoho vit&ze (uz
nebudeme potfebovat konstruovat kompletni preferenci).

Definition
Funkce vefejné volby G : RN — A zobrazuje dané preferen&ni
profily na mnoZinu alternativ.

Funkce G je funkce na mnoZinu, tzn. kazda volba a € A ma
preferenéni profil, ktery vede na a.

Martin Hruby THE: Mechanism design



Strategicka manipulovatelnost

Definition

G(p) je manipulovatelnd v profilu p, pokud pro n&kterého i € Q
existuje profil p’ = (Ri, ..., Ri—1, R/, Rit1, ...) takovy, Ze

G(p') =i G(p). G je nemanipulovatelna (incentive compatible),
pokud neni manipulovatelna ve viech p € RN.

Funkce verejné volby je tedy manipulovatelnd, pokud né&ktery hrac
mlZe zménou prezentace své preference dosahnout vysledku, ktery
preferuje.

Paralela: preference hrade je jeho strategie, profil je strategicky
profil. UZitek hrdée je dan umisténim vitéze v hraové preferenci.
Pokud hra¢ dokaZze zménou své strategie posunout svého
preferovaného kandidata vySe k vyhte, zvySuje sviij uZitek.
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Gibbard-Satterthwaitlv teorém

Definition

Voli¢ i je diktator v rdmci G, jestlize pro véechny p € RN a
Vbe A:b#a:a>; b= G(p) =a. G se nazyva diktatura,
pokud existuje i takovy, Ze je diktator.

Diktator se tedy prosadi v kazdém profilu. Zatim jsme uvaZovali
manipulovatelnost.

Theorem
Pokud existuji t¥i a vice alternativy, a G je nemanipulovatelnd, pak
existuje diktdtor.

Co z toho plyne? Mizeme zajistit, aby G byla odolna proti
strategické manipulaci, diktdtor se v8ak stejné projevi.
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Gibbard-Satterthwaitlv teorém

Zjednodugené dlikaz tvrzeni: Mame mnoZinu alternativ A. Pak
mlZeme sestrojit tranzitivni a lIA funkci vefejné volby, kterd zvoli
vitéze v; = G(A). V daldim kole ubereme z A prvek v; a hleddme
vo = G(A\ {w1}) a tak dal. Vytvofime tedy preferenéni usporadani
vi > Vo > ..., které je ovSem slabé& Paretovské.

Dostali jsme se tak k vytvofeni spoletenské preference (funkce
spoletenského blahobytu) a z Arrowova teorému plyne, Ze proces
musel ovlivnit diktator.
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Stable Matchings problem

Model zparovéni podle preferenci (muzi a Zeny, studenti a
koleje, zaméstnanci a firmy).

v

v

MnoZina M = {my, my, ...} muZi a mnoZina

W = {Wl, wo, }

» Zavedeme preference obvyklym zplisobem, pfedpokladame
(M| = [W|.

Zparovani je vytvofeni R C M x W, Ze kazdy muz je
sparovan pravé s jednou Zenou a naopak

v
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Stable Matchings problem

Ukdzka déleni 1:1 nedélitelného zboZi bez postrannich plateb
(finan&ni kompenzace). Existuji dalsi modely.
Definition
Még&jme Stable-Matchings problém. Zparovani se nazyva nestabilni,
pokud jsou dva muzi m, m’ a dv& Zeny w, w’, Ze:

> m je zparovdno s w

» m’ je zpdrovano s w’

> w =pwam>=, m

Par (m, w') se nazyvé blokujici par. Zparovani, kde neni blokujici
pdr, se nazyvd stabilni. Skupinovd racionalita (skupina se mize
odtrhnout a zafidit se po svém).
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m  mmy Tms Twi Twe Tws
w2 wiq wiq my ms3 my
w1 w3 w2 ms my ms3
w3 w2 w3 my my my

Zparovani {(my, wy), (m2, wa), (m3, ws)} je nestabilni, protoZze
(m1, w2) je blokujici par. Zparovani {(m1, wi), (m3, w2), (m2, w)}

je stabilni.

Otédzka: je vzdy moZné najit stabilni zpdrovani?

THE: Mechanism design
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Algoritmus pro zparovani—muZzska iniciativa

N 14

1. KaZdy muZ zasle navrh své nejpreferovangjsi zené.

2. Kazda Zena, ktera obdrZela vice navrhii, vybere z nich

N

nejpreferovanéj$iho muze a zbytek odmitne.

N T

3. Odmitnuti muZi zaslou ndvrh nejpreferovangjsi zené, ktera je
jesté neodmitla.

4. Opakuje se, dokud existuje nezparovany muz.

Theorem

Algoritmus pro zparovani—-muZska varianta konci ve stabilnim
zpdrovani.

Dikaz p¥i domaci ptipravé ([Nisan]).
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Algoritmus pro zparovani—muZzska iniciativa

» Oznaéme zpdrovani jako pu. Zena w p¥ifazend v parovani I
muZi m je oznalena p(m). Podobn& muz: u(w).
» Zpdarovani p je vyhodng&jsi pro muze (male-optimal), pokud
neexistuje jiné zpdrovani v:
» Vme M:v(m) =, pu(m)
» Vme M :v(m) = p(m)A3j e M:v(j) = n(j)
» tzn. slaba preference v nad pu
» Podobné Ize definovat zpdrovani vyhodnégjsi pro Zeny
(female-optimal).

Theorem

Algoritmus pro zparovani—-muZska varianta je vyhodnéjsi pro muZe
(male-optimal).

Dikaz p¥i domaci ptipravé ([Nisan]).
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Algoritmus pro zpdrovani

MiZe existovat zpdrovani, které by nezvyhodiovalo jednu skupinu?
Nelze...

MiZe existovat skupina S C M U W, kterd by méla zdjem na
vlastni dohodé? Formalné:

Definition

Zparovani i/ dominuje nad pu, pokud existuje skupina S ¢ MU W
takovd, Ze pro viechny m,w € S plati soufasné:

> p/(m), W (w) €S
> p(m) =m p(m) a p'(w) = p(w)
Stabilita je zvlastni p¥ipad dominance, kde se omezime pouze na

mnoZiny S obsahujici pouze jeden par. MnoZina nedominovanych
zpdrovani se nazyva jadro (core) pdrovaci hry.
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Algoritmus pro zparovani—zavér

Theorem
Jddro parovaci hry je tvofeno mnoZinou stabilnich zpdrovani.

Zatim jsme predpokladali, Ze preference hraci jsou common
knowledge. Rekneme, 7e funkce spoletenské volby je
strategy-proof, pokud je pro hrade slabé dominantni strategii
prezentovat své preference pravdivé.

Theorem
Algoritmus pro zparovani-muZska varianta je ze strany muZii
strategy-proof.

Dikaz, Ze muZi ¥ikaji pravdu je na stran& 258 [Nisan].

Martin Hruby THE: Mechanism design



Mechanismy s penézi.

> Aukce.
» Vickrey-Clarke-Groves mechanismus.

» Revenue Equivalence Theorem.
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