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1.2 Informace ve hře . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.4 Výpočet smı́šené rovnováhy – obecný algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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6.3 Výpočet CE obecně (LP-úloha) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Chapter 1

Úvod do Teorie her

Tato kapitola je základem pro studium hernı́ch situacı́. Bude definován pojem hra, informace ve hře
a ekvilibrium.

1.1 Hernı́ situace

Hrou se rozumı́ strategická interaktivnı́ situace zahrnujı́cı́ alespoň dva hráče, kde každý sleduje své
vlastnı́ cı́le a projevuje tak svou individuálnı́ racionalitu. Hry jsou matematické modely situacı́, kdy
hráči zúčastněnı́ v situaci jsou nuceni provést nějaké rozhodnutı́. Nezkoumáme, zda-li se hráčům lı́bı́
být účastnı́ky dané situace, zda chtějı́ hrát nebo nechtějı́. Hra je model, a proto je zjednodušenı́m
situace na několik základnı́ch prvků, které situaci popisujı́.

Jsou to tyto prvky:

1. Hráči zúčastněnı́ ve hře. Od nich se očekává provedenı́ jejich rozhodnutı́.

2. Popis možných akcı́, které hráči mohou provést. Pojem akce, strategie, alternativa jsou zde
použı́vány jako synonyma. Pokud bychom přesto chtěli mezi nimi rozlišovat, pak řekneme, že
literatura použı́vá pojem strategie jako formálnı́ vyjádřenı́ hráčova rozhodnutı́ a pojem akce,
pokud chce zdůraznit, že strategie vede k nějaké aktivitě hráče.

3. Vyjádřenı́ důsledků akcı́ hráčů. Budeme zde mluvit o užitkových nebo výplatnı́ch funkcı́ch.

4. Model mı́ry informace, jakou hráči majı́ o zkoumané situaci. Tento fakt je ve hrách zásadnı́.
Budeme definovat pojmy společná znalost (angl. common knowledge) a úplná informace (angl.
complete information) o hře.

5. Předpokládaný průběh hry. V zásadě existuje dvojı́ přı́stup k odehránı́ hry – hra jedno-tahová a
vı́ce-tahová. O vı́ce-tahových hrách bude pojednávat kapitola ”Hry v rozšı́řené formě”.

6. Možnosti komunikace hráčů a tvorby společné dohody o volbě strategie.
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Obecně se hry dělı́ na kooperativnı́ (angl. cooperative games) a nekooperativnı́ (angl. non-
cooperative games) podle toho, jak mohou hráči spolupracovat, resp. komunikovat při volbě své
akce. V obou přı́padech však předpokládáme u všech hráčů naprosto striktně jejich orientaci na op-
timalizaci vlastnı́ho zisku ze situace. Literatura často také hovořı́ o sobeckém chovánı́ hráčů (selfish
agents), ovšem zde nelze pojem sobeckosti chápat jako něco negativnı́ho v mezilidských vztazı́ch,
spı́še jako zdůrazněnı́ ryzı́ individuálnı́ racionality. Pokud budeme přesto zkoumat interaktivnı́ situ-
ace, kde lze u některých hráčů pozorovat uspokojenı́ ze zisku jejich protihráčů (např. situace rodič
verus dı́tě), pak je toto uspokojenı́ zahrnuto v zisku rodiče a dále pak zkoumáme tohoto hráče z
hlediska jeho individuálnı́ racionality.

Kooperativnı́ a nekooperativnı́ hry jsou naprosto odlišné v pojetı́ strategie a způsobu provedenı́
hry. U nekooperativnı́ch her vidı́me hráče, jejich strategie a užitkové funkce. Předpokládáme, že
hráči o hře nekomunikujı́, ale přesto přemýšlı́ o tahu svých protivnı́ků. Studiem těchto her dojdeme
posléze k poznánı́, že výsledek hry by pro všechny zúčastněné hráče mohl být (mnohdy i značně)
lepšı́, pokud by se domluvili na společné akci. Otvı́rajı́ se tak možnosti komunikace, vyjednávánı́ a
kooperace. U kooperativnı́ch her uvidı́me, že v sobě obsahujı́ nekooperativnı́ podstatu a že kooperace
je možná pouze pokud všichni hráči vidı́ přı́padné zlepšenı́ svého možného výsledku hry plynoucı́ z
komunikace.

V teorii volby (předchozı́ kapitola) jsme zavedli hráčovy akce (strategie) a jejich možné důsledky.
Ukázali jsme hráčovy preference, ať už na množině strategiı́ nebo na množině užitků. V herně teo-
retické praxi je častějšı́ vnı́mat preference na množině užitků, které jsou kvatifikovány do čı́sel a
intuitivně porovnatelné. Proto budeme nadále již mluvit o strategiı́ch a užitkových funkcı́ch.

Zavedeme si nynı́ formálnı́ definici nekooperativnı́ hry N hráčů. Podotkněme, že symbol N bude
v tomto textu použı́ván výhradně pro označenı́ počtu hráčů ve hře.

Definice 1. Strategická nekooperativnı́ hra N hráčů je (2N + 1)-tice

Γ = (Q;S1, S2, ..., SN ;U1, U2, ..., UN)

kde:

• Q = {1, 2, ..., N} je konečná množina hráčů ve hře.

• Si, i ∈ Q jsou (konečné) množiny ryzı́ch strategiı́ hráčů i ∈ Q.

• Ui : S1 × S2 × ...× SN → U jsou funkce užitku hráčů.

SymbolemQ bude vždy označována množina hráčů. Symbolem Si bude vždy označována množina
strategiı́ hráče i ∈ Q.

Všimněme si nynı́ funkcı́ užitkuUi. V této definici má každý hráč svoji funkci užitku. Alternativně
je možno psátU : S1×S2×...×SN → UR, ovšem tento zápis nenı́ zaveden, poněvadž často pracujeme
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s jednotlivými užitky hráčů. Podstatným faktem užitkové funkce je jejı́ definičnı́ obor definovaný jako
kartézský součin množin strategiı́ všech hráčů:

S = S1 × S2 × ...× SN

což také často pı́šeme zkráceně jako

S =
∏
i∈Q

Si

Množina S je významným popisem hry, neboť modeluje veškeré možné výsledky hry. Tuto
množinu nazýváme množinou strategických profilů hry a jejı́ prvky (s1, s2, ..., sN) pak strategickými

profily. Užitkové funkce hráčů jsou definovány na množině profilů proto, že užitek hráče nenı́ dán
pouze jeho rozhodnutı́m s∗i ∈ Si, ale i tahy jeho protihráčů s∗−i ∈ S−i.

Vedle množiny S je velmi významnou (a v budoucı́m textu často citovanou) množinou množina
sub-profilů. Množinou sub-profilů z hlediska hráče i je

S−i = S1 × S2 × ...× Si−1 × Si+1 × ...× SN

tedy zkráceně

S−i =
∏

j∈Q\{i}

Sj

Sub-profil s−i ∈ S−i modeluje kontext rozhodovánı́ hráče i. Je to vektor konkrétnı́ch tahů jeho
protihráčů. Zápisem (si, s−i) budeme rozumět složenı́ strategie si hráče i s kontextem protihráčů s−i
– tedy (si, s−i) ∈ S.

Oborem hodnot užitkové funkce hráče může být jakési univerzum U, ale ve většině přı́padů
klademe U = R a užitky považujeme za reálná čı́sla. Tı́m je dáno i vnı́mánı́ preferencı́ hráčů nad
dosažitelnými užitky.

V dalšı́m textu zavedeme jisté stochastické rozšı́řenı́ nekooperativnı́ hry a tudı́ž i novou formu
strategiı́. Abychom rozlišili tyto výše uvedené strategie a ty budoucı́ rozšı́řené, zavedeme přesnějšı́
označenı́ strategiı́ hráčů – budou to tak zvané ryzı́ strategie (angl. pure strategies). Pokud bude
v dalšı́m textu použit pojem strategie, pak je závislý na daném kontextu textu, implicitně však je
mı́něna ryzı́ strategie.

Tı́mto jsme zavedli definici nejobecnějšı́ho pojetı́ strategické hry. Veškeré následujı́cı́ hry (s
nulovým/nenulovým součtem, sekvenčnı́, kooperativnı́, aukce, volby, trhy, evoluce) budou varianty
této definice.
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1.1.1 Rozdělenı́ her

Může být praktické již v počátku provést rozdělenı́ hernı́ch situacı́ do kategoriı́. Základnı́m dělenı́m
je pohled kooperativnosti:

• Nekooperativnı́ hry – vyjadřujeme strategie hráčů a jejich užitkové funkce.

– Hry v normálnı́ formě (strategické hry, maticové hry)

∗ ... s nenulovým součtem.

∗ ... s nulovým součtem.

– Hry v rozšı́řené formě (extensive-form games, dynamické hry, sekvenčnı́ hry).

• Kooperativnı́ hry dané charakteristickou funkcı́ v – vyjadřujeme možné koalice hráčů z množiny
2Q a ohodnocenı́ jednotlivých koalic daný tak zvanou charakteristickou funkcı́ v : 2Q → R, tedy
užitek, který koalice zı́ská tı́m, že se zformuje z hráčů. V dalšı́m dělenı́ těchto her nacházı́me:

– Hry s přenositelným užitkem (angl. transferable utility, TU-games).

– Hry s nepřenositelným užitkem (tyto ovšem v THE nebudeme studovat).

Aby bylo už od počátku jasné, co znamená nulovost/nenulovost součtu, zavedeme definici hry s
konstantnı́m součtem a na jejı́m základě hru s nulovým součtem:

Definice 2. Mějme strategickou hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Hru Γ nazveme hrou s konstantnı́m

součtem, pokud existuje k ∈ R takové, že

∀s ∈ S :
∑
i∈Q

Ui(s) = k

Pokud je hra s konstantnı́m součtem k = 0, pak se hra nazývá hrou s nulovým součtem. Podotkněme,
že pokud je hra s konstantnı́m součtem k 6= 0, pak je možno ji převést na strategicky ekvivalentnı́ hru
s nulovým součtem (vı́ce v kapitole o hrách s nulovým součtem).

Pokud neexistuje k takové, aby platila výše zmı́něná definice, pak se jedná o hru s
nenulovým součtem. Jinak řečeno součet

∑
i∈Q Ui(s) je v každém profilu s hry obecně

jiný1.

1Studenti občas mylně uvadı́, že hra s nenulovým součtem je hra se součtem k 6= 0.
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1.1.2 Jak se hraje nekooperativnı́ strategická hra?

Časem zavedeme nekooperativnı́ hry v tak zvané rozšı́řené formě, kde se hráči střı́dajı́ ve svých tazı́ch
jako napřı́klad ve hře v šachy. Uvidı́me však, že takovou hru lze převést na nejobecnějšı́ vyjádřenı́
nekooperativnı́ strategické hry.

Nekooperativnı́ strategická hra je také často nazývána jako hra v normálnı́ formě (angl. normal-
form game). Dalšı́ synonymum je hra v maticové formě, protože užitky ve strategických hrách za-
pisujeme přehledně do N-dimensionálnı́ch matic. Tato hra je modelem situace, kde hráči provedou
pouze jedno rozhodnutı́ a tı́m je volba jejich strategie. Podstatné je, že o své volbě hráči nevedou
žádná vyjednávánı́ a nejsou schopni pozorovat tahy svých protihráčů. Modelujeme to jako současné
provedenı́ akcı́ u všech hráčů.

Pro názornou představu zaveďme nezávislého soudce (arbitra), kterému hráči i ∈ Q předajı́ zprávu
o svém zvolené strategii s∗i ∈ Si v zalepené dopisnı́ obálce, to znamená způsobem, který nedovoluje
ostatnı́m pozorovat, co protihráči zvolili. V okamžiku, kdy má arbitr obálky od všech hráčů, obálky
otevře a oznámı́ strategický profil s∗ = (s∗i )i∈Q, který hráči zvolili (ten je přece složen ze strategiı́ s∗i
všech hráčů i ∈ Q). Podle zvoleného profilu a užitkových funkcı́ hráčů hráči i obdržı́ zisk Ui(s∗).
Tı́mto je hra ukončena.

Všimněme si nynı́, že nenı́ možná žádná oprava zvolených strategiı́. Předpokládáme, že hráči tento
fakt chápou a volı́ svou strategii uváženě2. Proces úvahy o volbě strategie může být velmi složitý.
Výsledný profil by měl být jednı́m z možných rovnovážných bodů hry (ekvilibrium). Výsledný profil
hry budeme nazývat výsledek/výstup hry (angl. outcome).

Ekvilibrium je matematický model výsledného chovánı́ hráčů, něco na způsob predikce
výsledku zkoumané situace. Bylo by dobré již v počátku studie her přijmout poznánı́,
že teorie her nenı́ obecně schopna predikovat výsledek chovánı́ hráčů v každé reálné
situaci. Přinášı́ ale nástroje analýzy hry a návod k pochopenı́ zkoumané situace. Vazbou
mezi teoretickou podobou teorie her a reálným zkoumánı́m opravdového chovánı́ hráčů
se zabývá experimentálnı́ teorie her. Ta také ukazuje, kde se teorie lišı́ od praxe a za
jakých okolnostı́ jsou teoretické výsledky shodné s praxı́.

The Ultimatum game

Jednou takovou značně zkoumanou strategickou situacı́ je tak zvaná Ultimatum game. Předpokládejme
dva hráče A a B. Hráč A má za úkol navrhout rozdělenı́ deseti mincı́ mezi hráče sebe a hráče B.
Pokud hráč B s rozdělenı́m souhlası́, obdržı́ oba dle dohody své mince. Pokud hráč B s rozdělenı́m
nesouhlası́, mince propadnou a nikdo nemá nic. Teoreticky by měl hráč B souhlasit s jakýmkoliv

2Tento fakt je zdrojem mnohých zklamánı́ v běžném životě. Z experimentů s reálnými respondenty mnohdy vyplývá,
že reálnı́ jedinci při volbě strategie nejsou schopni pochopit fakt, že se situace už nebude opakovat. Model je však
zjednodušenı́, a proto u strategických her striktně předpokládáme natolik důkladnou racionalitu, která fakt jednotahovosti
respektuje.
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rozdělenı́m, které mu určı́ nenulový počet mincı́. Dokonce je ekvilibriem v této hře rozdělenı́ 9
mincı́ pro A a 1 pro B. Experimenty s reálnými lidmi ukazujı́, že B návrh odmı́tne, pokud ne-
dostane alespoň 40% rozdělovaného majetku. Je takovou perličkou, že opice se vı́ce blı́žı́ teoret-
ickému ekvilibriu, neboť opice B vždy přijme 1 minci a některé druhy opic dokonce v polovině
přı́padů i souhlası́ s nulovým podı́lem (logicky, pokud mám dostat nula z rozhodnutı́ protihráče nebo
svým odmı́tnutı́m, pak jsem indiferentnı́ vůči oběma alternativám a rozhoduji náhodně s rovnoměrnou
pravděpodobnostnı́ distribucı́ nad strategiemi – tady taky dostáváme prvnı́ přı́klad oněch zmı́něných
smı́šených strategiı́). Obecně platı́, že čı́m je zkoumaný inteligentnı́ tvor jednoduššı́, tı́m vı́ce jeho
chovánı́ odpovı́dá matematickým modelům. To jenom potvrzuje předpoklad, že hernı́ model je
zjednodušenı́ rozhodovacı́ situace.

1.2 Informace ve hře

V rozhodovacı́ch situacı́ch je pochopitelně klı́čovým faktem mı́ra znalostı́ hráčů o situaci. Abychom
správně modelovali postup hráče při jeho racionálnı́ úvaze, musı́me vytvořit i validnı́ model jeho in-
formovanosti o situaci. Co všechno by měl hráč vědět, aby se mohl rozhodnout, respektive, abychom
my byli schopni predikovat jeho rozhodnutı́? Nabı́zı́ se, že musı́ vědět o svých protivnı́cı́ch, musı́ znát
jejich strategie a musı́ znát svoje a jejich užitkové funkce. Stačı́ to však na to, aby jeho znalost o hře
byla jaksi kompletnı́?

Zavede si nynı́ pomocný pojem společná znalost (angl. common knowledge). Formálnı́ definici
je možno najı́t v článku3, my se zde spokojı́me s poněkud volnějšı́m objasněnı́m pojmu common
knowledge:

Definice 3. Mějme dva hráče A a B. Událost E je pro hráče {A,B} common knowledge, pokud:

• ... hráči {A,B} oba vı́ o události E,

• ... hráč A vı́, že B vı́ o události E,

• ... hráč B vı́, že A vı́ o události E,

• ... hráč A vı́, že B vı́, že A vı́ o události E,

• ... hráč B vı́, že A vı́, že B vı́ o události E,

• takto až do nekonečného zanořenı́.

Jako přı́klad common knowledge si uveďme situaci dvou vojevůdců, kteřı́ jsou se svými tábory
rozloženi na protilehlých kopcı́ch. Vojevůdci by se rádi se svými armádami utkali, ale vı́, že pokud

3Aumann, R: Agreeing to Disagree, The Annals of Statistics, Vol. 4, No. 6. (Nov., 1976), pp. 1236-1239.
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jeden sestoupı́ do údolı́ a druhý zůstane na kopci, tak ten sestoupivšı́ bude ve strategické nevýhodě.
Mohou se tedy utkat jedině za předpokladu, že sestoupı́ oba současně. Proto se musı́ informovat o
mı́stě a času bitvy. Vojevůdce A tedy vyšle k vojevůdci B posla s oznámenı́m o zı́třejšı́ bitvě. Vo-
jevůdce ovšem nevı́, zda-li posel k protihráči dorazil. Zatı́m je tedy ve stavu, že on sám je informován
o události E. Řekněme, že posel dorazil k druhému vojevůdci a informoval o E. Nynı́ oba vı́ o stavu
E. Ovšem vojevůdce A instruuje posla, aby se vrátil s potvrzenı́m od vojevůdce B o tom, zda-li B
souhlası́ s plánem E. Dokud mu to posel nepotvrdı́, nelze mluvit o dohodě. Posel ovšem na cestě od
B k A může dezertovat, a tak i B má zájem vědět, zda-li se A dozvěděl o jeho potvrzenı́. S každým
přeběhnutı́m mezi vojevůdci narůstá jejich jistota, že oba událost E akceptovali. Aby však jistota
dosáhla stavu common knowledge, musel by posel běhat nekonečně krát.

Pojem common knowledge použijeme pro definici úplné informace ve hře (angl. complete infor-
mation).

Definice 4. Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Pokud jsou pro všechny zúčastněné hráče Q

následujı́cı́ informace common knowledge:

• struktura hry Γ (tedy množiny Q a {Si}i∈Q),

• výplatnı́ (užitkové) funkce Ui; i ∈ Q,

• způsob hranı́ hry a forma hernı́ho ekvilibria,

a současně tento fakt samotný je common knowledge, pak majı́ hráči kompletnı́ informaci o hře.

U her v rozšı́řené formě navı́c zavedeme pojem dokonalá (angl. perfect) a nedokonalá (angl.
imperfect) informace ve hře. Pojmy common knowledge, complete information a perfect information
tak bude vyčerpáno zkoumánı́ informovanosti hráčů o situaci.

1.3 Analýza hry

Chceme nynı́ zkoumat pohled jednotlivých hráčů na hru. Elementem zkoumánı́ hry je volba strategie
v situaci, kdy protihráč volı́ konkrétnı́ strategii. Dostáváme se tak na úroveň prvnı́ kapitoly, t.j. na
teorii volby.

V situaci, kdy protihráči volı́ konkrétnı́ strategie s−i, hráč i vždy volı́ takovou strategii, která mu
v této situaci přinese maximálnı́ zisk. Je to hráčova nejlepšı́ odpověď (angl. best-response) na danou
situaci. Zavedeme si proto formálně pojem best-response.

Definice 5. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q), hráče i ∈ Q a konkrétnı́ sub-profil s−i ∈ S−i.
Nejlepšı́ odpověď hráče i v situaci s−i je

BRi(s−i) = argmax
si∈Si

[Ui(si, s−i)]
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Vidı́me, žeBRi(s−i) je maximálnı́ množina na množině strategiı́ Si z pohledu užitků {Ui(si, s−i)}si∈Si
.

Je třeba znovu zdůraznit, že best-response je množina4. Formálně jsou tedy definičnı́ obor a obor hod-
not BRi definovány takto:

BRi : S−i → 2Si \ {∅}

Racionálnı́ hráč vždy hraje strategii, která je best-response v situaci s−i. Tento fakt můžeme
brát jako základnı́ stavebnı́ kámen následujı́cı́ch úvah. Nenı́ proto překvapujı́cı́, že od ekvilibria
ve hře budeme očekávat, že bude vzájemným best-response všech hráčů, tedy formálně:

Definice 6. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Profil s∗ ∈ S je tak zvaným rovnovážným

stavem hry (ekvilibriem ve hře), pokud platı́

∀i ∈ Q : s∗i ∈ BRi(s
∗
−i)

Než se však dostaneme k obvyklejšı́ formě definice ekvilibria a dalšı́m poznatkům, které se ho
týkajı́, můžeme strategickou situaci dále zkoumat bez potřeby okamžitě nalézt body rovnováhy.

1.3.1 Dominance mezi strategiemi ve hře

Je zcela jisté, že pokud má hráč strategii, která mu vždy přinese horšı́ užitek než jeho ostatnı́ strategie,
nebude takovou strategii ve hře uvažovat. Taková strategie nemá pro hráče smysl. Předpokládáme, že
i jeho protihráči si takové strategie všimnou. Celkově tudı́ž ve hře nebude uvažována. Budeme nynı́
zkoumat tak zvané dominantnı́ (angl. dominant) a dominované (angl. dominated) strategie5.

Definice 7. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Řekneme, že strategie s1
i ∈ Si striktně domin-

uje nad strategiı́ s2
i ∈ Si, pokud platı́:

∀s−i ∈ S−i : Ui(s
1
i , s−i) > Ui(s

2
i , s−i)

Situace, kdy jedna strategie (s1
i ) striktně dominuje nad jinou (s2

i ) strategiı́ hráče má pro hru velkou
vypovı́dacı́ hodnotu. Strategie s2

i se zde nazývá strategiı́ striktně dominovanou strategiı́ s1
i . Racionálnı́

hráč bude vždy preferovat s1
i před s2

i . Z toho plyne také, že pokud existuje alespon jedna strategie s1
i ,

která striktně dominuje nad s2
i , tak hráč s2

i nikdy nebude hrát. Odlišujme ale mezi pojmy ”striktně
dominantnı́ strategie” a ”strategie striktně dominujı́cı́ nad jinou strategiı́”.

4Pokud to chce někdo brát opravdu programátorsky, pak je best-response funkce, která má na vstupu sub-profil s−i ∈
S−i a vracı́ množinu strategiı́, která je podmnožinou Si.

5Český výraz ”dominovaný” možná nenı́ z pohledu spisovné češtiny úplně správný. Může být, že správným výrazem
by bylo ”dominujı́cı́”, tedy strategie x dominuje strategii y. Osobně bych preferoval výraz ”dominovaný”, tzn. strategie
x je dominovaná strategiı́ y.
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Všimněme si, že striktnı́ dominance je forma preference hráče nad strategiemi ve hře. Ovšem
pouze forma, neboť z principu nenı́ tato relace úplná (nelze řı́ct pro každé dvě různé strategie s1

i , s
2
i ∈

Si, že buď s1
i striktně dominuje nad s2

i nebo naopak).

Definice 8. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Strategie s2
i ∈ Si hráče i je ve hře striktně

dominovaná, pokud pro všechny strategie s1
i ∈ Si \ {s2

i } platı́, že s1
i striktně dominuje nad s2

i .

Racionálnı́ hráč nikdy nebude striktně dominovanou strategii hrát. Opakem striktně dominované
strategie je strategie striktně dominantnı́ (tj. neexistuje jiná strategie hráče, která by ji striktně domi-
novala). Pokud hráč má striktně dominantnı́ strategii, bude ji vždy hrát (navı́c je z principu jediná) a
je zřejmé, že jeho protihráči budou volit best-response na tuto strategii.

Pokud majı́ všichni hráči striktně dominantnı́ strategii (kterou tedy pochopitelně hrajı́), výsledek
hry se pak nazývá ekvilibrium striktně dominantnı́ch strategiı́. Jako přı́klad takové situace si
uvedeme slavné Vězňovo dilema, které je fenoménem teorie her a bohužel i našeho reálného světa.

Pro úplnost zavedeme ještě slabou dominanci mezi strategiemi.

Definice 9. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Strategie s1
i ∈ Si slabě (weakly) dominuje

nad strategiı́ s2
i ∈ Si, pokud platı́:

∀s−i ∈ S−i : Ui(s
1
i , s−i) ≥ Ui(s

2
i , s−i)

a současně

∃s′−i ∈ S−i : Ui(s
1
i , s
′
−i) > Ui(s

2
i , s−i)

Zopakujme si pojmy spojené s dominancı́:

• Dominovat – jedna strategie dominuje nad druhou. Je to vztah dvou konkrétnı́ch strategiı́ x a y,
kdy napřı́klad x je dominantnı́ nad y a y je dominovaná x.

• Být dominantnı́ (bez uvedenı́ dvojice strategiı́) – dominantnı́ strategie dominuje nad všemi os-
tatnı́mi strategiemi.

• Být dominovaný (bez uvedenı́ dvojice strategiı́) – strategie x je dominovaná, pokud všechny
ostatnı́ nad nı́ dominujı́.

1.4 Vězňovo dilema

Vězňovo dilema (angl. Prisoner’s dilemma) poprvé představili pánové Merrill Flood a Melvin Dresher
v roce 1950, tehdy pracujı́cı́ pro americkou instituci RAND (tam se také sdružovala většina amer-
ických hernı́ch teoretiků). Přı́běh o věznı́ch později dodal Albert W. Tucker.
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Vězňovo dilema je neslavnějšı́ strategická situace, která kdy byla v teorii her zkoumána. Ukazuje,
že lidé nejsou schopni kooperace, ani pokud jim nekooperace přinese značné ztráty. Toto dilema je
modelem mnoha každodennı́ch lidských situacı́. Vězňovo dilema je pro teorii her natolik významný
model, že znalost této strategické situace je nutno považovat za znalost naprosto základnı́. Různı́
autoři podávajı́ tuto hru v různých hodnotách užitku, veškeré instance této hry jsou však strategicky
ekvivalentnı́ s následujı́cı́m modelem.

Představme si, že policie zatkne dva podezřelé – Petera a Johna, a obvinı́ je napřı́klad z ozbrojené
loupeže. Bohužel však policie nemá důkazy o jejich zločinu a proto je uvede do následujı́cı́ situace.
Oběma společně oznámı́ následujı́cı́ pravidla a bezprostředně poté je umı́stı́ do oddělených cel tak, že
Peter a John spolu nemohou komunikovat. Oznámenı́ je takové:

• Pokud se přiznáš a přizná se i tvůj komplic, půjdete oba na deset let do vězenı́.

• Pokud se přiznáš (tzn. budeš vypovı́dat), ale tvůj komplic se nepřizná, pak ty budeš osvobozen
(0 let vězenı́) a tvůj komplic si odsedı́ za oba dvacet let.

• Pokud budete oba mlčet, máme na vás pouze nezákonné drženı́ zbraně, která se u vás našla a
dostanete každý jeden rok vězenı́.

• Pokud se nepřiznáš a tvůj komplic bude vypovı́dat, viz. výše symetricky.

Tato situace je rozhodně pro oba komplice dilema. Lze předpokládat ze znalosti běžné praxe,
že zločinci se vzájemně kryjı́, ovšem tady předpokládáme individuálnı́ racionalitu, žádné postrannı́
dohody a tı́m méně jejich vymahatelnost a obavu z výsledku, kdy se komplic přizná a já ne. Současně
předpokládáme u hráčů kompletnı́ informaci o hře, tj. hráči znajı́ oba podmı́nky hry a současně tento
fakt o sobě navzájem vı́.

Peter/John přiznat se zatloukat
přiznat se -10,-10 0,-20
zatloukat -20,0 -1,-1

Figure 1.1: Maticová hra pro Vězňovo dilema

Užitek ve formě let ve vězenı́ vyjadřujeme záporným čı́slem, aby bylo možno intuitivně porovnávat
výstupy a tı́m definovat preferenci.

Z analýzy hry plyne, že pro Petera je strategie ”přiznat se” striktně dominantnı́, neboť mu vždy
garantuje striktně lepšı́ výsledek než strategie ”zatloukat”. Symetricky je to u Johna. Hra ma tudı́ž
ekvilibrium ve striktně dominantnı́ch strategiı́ch, oba podezřelı́ se přiznajı́ a jdou na deset let do
vězenı́.

Pokud budeme chápat strategii ”přiznat se” jako strategii zradit a strategii ”zatloukat” jako strategii
spolupracovat (kooperovat), dostáváme se k modelu mnoha lidských životnı́ch situacı́.
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Pokud bysme přepokládali možnost podezřelých si předem dohodnout společnou volbu strategie
a následně je zase od sebe odloučili, pak jejich chovánı́ stejně sklouzne k ekvilibriu ve striktně dom-
inantnı́ch strategii. Prostě obava ze zrady bude silnějšı́ než vı́ra v kooperaci. Aby byla kooperace
uvěřitelná, musı́ existovat důvěryhodná hrozba trestu, který bude v přı́padě zrady značně převyšovat
nejhoršı́ možný výsledek ve hře (napřı́klad hrozba ve formě pomsty kumpánů Petera a Johna).

V dalšı́ch kapitolách znovu povoláme Vězňovo dilema k dalšı́mu zkoumánı́, napřı́klad v kapitole
o opakovaných hrách.

1.5 Rovnovážný stav ve hře (ekvilibrium)

Rovnovážný bod ve hře neboli ekvilibrium je jednı́m z největšı́ch problémů teorie her. Je totiž velmi
jednoduše definován, ale přesto je jeho zjištěnı́ extremné obtı́žný algoritmický úkol.

Ekvilibrium v nekooperativnı́ch strategických hrách zavedl John Nash v roce 1950 ve svém článku
[1]. Do té doby bylo známo pouze ekvilibrium v tak zvaných nekooperativnı́ch hrách s nulovým
součtem, které zavedl matematik John von Neumann [2] a publikoval ve slavné knize společně s
Oskarem Morgensternem – Theory of Games and Economic Behavior. John Nash na jejich práci
navázal ve svém postgraduálnı́m studiu, kde zkoumal obecné pojetı́ nekooperativnı́ch her s vazbou na
vyjednávánı́ a kooperativnı́ hry.

Ekvilibrium ve hrách je od doby Nashova průlomu v teorii her nazýváno Nashovo ekvilibrium
(NE). Nashovo ekvilibrium má specifický význam, neboť popisuje racionálnı́ pnutı́ (incentives) ve
všech formách her a jeho význam tak přesahuje teorii nekooperativnı́ch her. Přı́nos Johna Nashe je tak
pro teorii her nepopiratelný. Můžeme sice najı́t v ještě dávnějšı́ historii přı́klady herně-teoretických
úvah (Cournotovo řešenı́ oligopolu), můžeme za otce (a matku) teorie her považovat von Neumanna
nebo Morgensterna, reálně však teorie her začala existovat právě myšlenkou Johna Nashe.

Předvedeme si nynı́ formálnı́ definici Nashova ekvilibria:

Definice 10. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Strategický profil s∗ ∈ S je ryzı́m Nashovým

ekvilibriem (PNE) ve hře, pokud platı́ pro všechny hráče i ∈ Q:

∀si ∈ Si : Ui(s
∗
i , s
∗
−i) ≥ Ui(si, s

∗
−i)

Tato definice je pro teorii her klı́čová. Řı́ká, že pokud hráči hrajı́ profil s∗, tak žádný hráč nemůže
zvýšit svůj užitek přechodem do jiné strategie si ∈ Si, si 6= s∗i , to znamená, že užitek Ui(si, s∗−i) může
být přinejlepšı́m stejně dobrý jako Ui(s∗). Důležité je však pochopit, že výsledek hráčů v ekvilibriu
nenı́ jejich maximálnı́m ziskem, ale pouze optimálnı́m nebo také stabilnı́m. Vlastnost rovnováhy vede
hráče mnohdy k neefektivnı́m výsledkům hry (jak je zřejmé napřı́klad u Vězňova dilematu).

Definice 10 zavádı́ Nashovo ekvilibrium v ryzı́ch strategiı́ch. Budeme se ekvilibrii dále podrobněji
zabývat, v tomto okamžiku se však slušı́ uvést několik zásadnı́ch faktů o ekvilibriı́ch (zatı́m bez
nároků na podrobnějšı́ pochopenı́):
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• Hra může mı́t vı́ce Nashových ekvilibriı́ v ryzı́ch strategiı́ch. Můžeme pak zkoumat, které z
nich hráči zvolı́.

• Existujı́ hry, které nemajı́ žádné Nashovo ekvilibrium v ryzı́ch strategiı́ch.

• Každá konečná hra má alespoň jedno ekvilibrium ve smı́šených strategiı́ch (probereme v dalšı́ch
kapitolách).

1.5.1 Intiutivnı́ algoritmus nalezenı́ PNE

V malých hrách můžeme snadno zjistit ryzı́ Nashova ekvilibria z definice 10 tak, že si pro každý profil
položı́me otázku, zda-li pro všechny hráče splňuje definovanou podmı́nku.

Dále můžeme pro každého hráče i ∈ Q a každý možný sub-profil s−i ∈ S−i vyhodnoti hráčovu
nejlepšı́ odpověď BRi(s−i) a poznačit si profily, kde BRi(s−i) nastala. Pak z definice 6 vyhodnotı́me
průnik takových profilů, tedy:

BRpnei =
⋃

s−i∈S−i

{(si, s−i)|si ∈ BRi(s−i)}

PNE =
⋂
i∈Q

BRpnei

U většı́ch her již vycházı́ tyto algoritmy jako neefektivnı́, specificky pokud hledáme ekvilibria ve
smı́šených strategiı́ (bude vysvětleno dále). Býva proto vhodné redukovat hru na jejı́ strategický ekvi-
valent s menšı́m počtem strategiı́ hráčů. Vhodná může být následujı́cı́ technika známá jako iterativnı́
eliminace dominovaných strategiı́.

Co znamená ekvilibrium pro reálný život?

V předmětu THE zavedeme několik tak zvaných zjemněnı́ nebo take zpřesněnı́ ekvilibria (angl. re-
finements) a také jedno zobecněnı́ ve formě korelovaného ekvilibria. Veškeré zpřesňujı́cı́ refinements
ovšem budou stále plnit podmı́nku Nashe a v přı́padě zobecněnı́ bude platit, že všechna Nashova
ekvilibria budou zároveň i korelovaná ekvilibria.

Co přesto znamená ekvilibrium v chápánı́ reálných situacı́ a lze vůbec věřit, že reálnı́ hráči
pochopı́, kde ležı́ ve hře rovnovážný stav?

Předně, ekvilibrium je algoritmický popis nalezenı́ rovnováhy, která hráčům ukazuje optimálnı́
výsledek hry. Je to zatı́m jediný algoritmicky popsaný postup a pokud budeme někdy implementovat
simulačnı́ modely s prvky hry, impelemtaci ekvilibria se nevyhneme.

Experimentálnı́ teorie her ukazuje, že většinou hráči ve zkoumaných situacı́ch jaksi do rovnovážného
stavu dokonvergujı́. Stane se to buď opakovanými hrami, kde hráči majı́ zpětnou vazbu a intuitivně
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se do ekvilibria časem dostanou nebo úvahu s opakovánı́m situace jsou schopni provést ve svých
hlavách.

1.6 Iterativnı́ eliminace dominovaných strategiı́

S nedávno zavedeným pojmem dominantnı́ a dominované strategie souvisı́ následujı́cı́ technika re-
dukce hry na strategicky ekvivalentnı́ hru bez dominovaných strategiı́, která může vést až k nalezenı́
ekvilibria. Potřebujeme zavést nejdřı́ve pojem strategické ekvivalence her a redukce hry na jejı́ strate-
gický ekvivalent.

1.6.1 Strategická ekvivalence her

Na strategickou ekvivalenci dvou her je možno pohlı́žet z mnoha úhlů a zavádět rozličné definice.
Strategickou ekvivalenci dvou her Γ a Γ′ můžeme intuitivně chápat jako stav, kdy v obou hrách hráči
vykazujı́ stejné chovánı́. Viděno přes PNE, hry mohou být nazvány strategicky ekvivalentnı́mi, pokud
majı́ stejná PNE.

Nejdřı́ve pochopı́me následujı́cı́ fakt:

Definice 11. Hra Γ = (Q, {Si}i∈Q, {Ui}i∈Q) je ekvivalentnı́ s hrou Γ′ = (Q, {Si}i∈Q, {U ′i}i∈Q),

pokud existujı́ pro každého hráče i ∈ Q reálná čı́sla Ai, Bi, kde Ai > 0 a platı́ ∀s ∈ S:

U ′i(s) = AiUi(s) +Bi

Definice řı́ká, že pokud jsou užitkové funkce U ′i lineárnı́mi kombinacemi funkcı́ Ui, pak jsou hry
ekvivalentnı́. Pokud tedy ke všem ziskům jednoho hráče přičteme konkrétnı́ jedno čı́slo, strategický
charakter jeho chovánı́ se nezměnı́.

Pokud odebereme ze hry nějakou strategii, vytvářı́me tak podhru hry (pozor, v sekvenčnı́ch hrách
bude podhra, angl. sub-game, označuje jiný problém).

1.6.2 Algoritmus eliminace

Algoritmus iterativnı́ eliminace dominovaných strategiı́ pracuje v krocı́ch, kdy v každém kroku ze hry
eliminuje striktně dominované strategie hráčů. Po eliminaci docházı́me k redukované hře, kde ovšem
strategie, které byly ponechány, nynı́ se nově mohou stát striktně dominovanými. Iterativnı́ proces
končı́ se hrou, která už neobsahuje u žádného hráče striktně dominovanou strategii.

Poznamenejme, že tento algoritmus je možno uplatnit i s použitı́m slabé dominance. Mohou tak
ovšem ze hry vypadnout strategie, které by tvořily Nashova ekvilibria.
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1.7 Efektivita profilu a Pareto dominance

V teorii volby jsme zkoumali preference nad akcemi hráče, ve hrách jsme zavedli preference z
hlediska dominance strategiı́ a nynı́ probereme preference nad strategickými profily.

Efektivita profilu je forma statistiky vypovı́dajı́cı́ o celkovém dosaženém užitku při hranı́ profilu.
Zjednodušeně efektivitu profilu definujme jako

E(s) =
∑
i∈Q

Ui(s)

Je pochopitelné, že pokud hráči posuzujı́ dva profily s, s′ ∈ S a E(s) > E(s′), tak je velká šance,
že dajı́ přednost profilu s (napřı́klad pokud jsou s, s′ PNE ve hře). Tento pohled ovšem negarantuje
celkovou spokojenost všech hráčů s efektivnějšı́m profilem.

Vilfredo Pareto (1848–1923), italský slavny ekonom, zavedl pojem Pareto dominance, který si
nynı́ definujme:

Definice 12. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Profil s ∈ S pareto dominuje nad profilem

s′ ∈ S, pokud platı́, že

∀i ∈ Q : Ui(s) ≥ Ui(s
′)

a současně

∃i ∈ Q : Ui(s) > Ui(s
′)

Všimněme si, že definice pareto dominance je totožná s definicı́ slabé dominance nad strate-
giemi jednoho hráče. Pokud tedy všichni hráči v dominantnı́m profilu zı́skávajı́ alespoň stejně hodně
jako v dominovaném, tak nejspı́š ti striktně lepšı́ hráči budou dominantnı́ profil preferovat a ostatnı́
hráči budou spolupracovat (napřı́klad proto, že očekávajı́ striktně lepšı́ hráče hrát dominantnı́ profil a
přizpůsobı́ svou best-response).

Na pojem dominance (tzn. jisté formy preference) navazuje pojem konečné efektivity, tedy forma
maximálnı́ množiny a tedy i optima:

Definice 13. Uvažujme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Profil s ∈ S je pareto efektivnı́, pokud

neexistuje jiný profil s′ ∈ S takový, že by s′ pareto dominoval nad s.

Pochopitelně nezkoumáme pareto dominanci nad všemi profily, ale obvykle nad profily, které
tvořı́ PNE.

Na závěr této kapitoly poznamenejme, že v reálných situacı́ch mohou vznikat různé dohody
mezi hráči, které způsobı́, že hráči souhlası́ s pro ně horšı́m profilem, pokud se dohodnou na jiném
přerozdělenı́ zisku (vede to na kooperativnı́ hry s přenositelným užitkem, viz dále).
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Chapter 2

Cournotův model oligopolu

Matematické řešenı́ oligopolnı́ch trhů byl historicky prvnı́ pokus odvodit matematicky chovánı́ hráčů
ve strategické situaci. Mı́rně zde zabrousı́me do mikroekonomických teoriı́, ale na úrovni, která
nevyžaduje hlubšı́ znalosti ekonomie1.

Pro začátek prostudujeme situaci na trhu s jednı́m konkrétnı́m druhem výrobku (komoditou), kde
předpokládáme, že výrobek může pocházet od různých výrobců, ale pro zákaznı́ka jsou všechny
kvalitativně shodné a rozlišujı́ produkci různých výrobců pouze cenou výrobku (homogennı́ produkt).
Můžeme mluvit napřı́klad o standardizovaném rohlı́ku – ten všichni znajı́ a zkoumajı́ pouze jeho cenu.

Předpokládejme, že cena výrobku vznikne působenı́m tržnı́ch sil na trhu vlivem zákonů nabı́dky
a poptávky, které popı́šeme rovnicı́:

p = M − q

kde p značı́ maximálnı́ dosažitelnou cenu, q je množstvı́ dodané na trh a M je specifická kon-
stantna daná trhem.

Bude nás zajı́mat cena výrobku na trhu a množstvı́, které jsou za těchto okolnostı́ výrobci ochotni
dodat na trh. Budeme zkoumat situaci danou jednı́m výrobcem s monopolnı́m postavenı́m, situacı́ se
dvěma výrobci (duopol) a situacı́ s vı́ce výrobci (oligopol). Oligopol sám je definován jako situace
na trhu s komoditou, kterou dodává dva a vı́ce hráčů, kdy každý je svou tržnı́/výrobnı́ silou schopen
ovlivnit cenu komodity na trhu. Duopol je tedy specifický přı́pad oligopolu, ale my budeme odlišovat
situaci dvou hráčů a situaci obecně vı́ce (tři a vı́ce) hráčů2.

Monopolista na trhu bude maximalizovat svůj zisk, tedy hledat extrém funkce:

u(q) = p · q − c · q = Mq − q2 − cq

kde c bude v následujı́cı́m textu vždy vyjadřovat výrobnı́ náklady spojené s produkcı́ jednotky

1Kapitola vycházı́ z přednášek Magdalény Hykšové z FD ČVUT
2Obecně v teorii her jsou dramaticky odlišné modely dvou hráčů a modely s vı́ce hráči, zejména z pohledu jejich

složitosti. Vı́cehráčovou hrou se vždy rozumı́ hra třı́ a vı́ce hráčů.
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komodity (cena výroby jednoho rohlı́ku). Funkce vyjadřuje rozdı́l tržeb a výrobnı́ch nákladů, což je
pro nás nynı́ zisk výrobce z prodeje.

Hledáme extrém užitkové funkce (bod, ve kterém je prvnı́ derivace nulová):

u′(q) = M − 2q − c = 0⇒ q∗mon =
1

2
(M − c)

Maximálnı́ho zisku dosáhne monopolista při výrobě q∗mon množstvı́ komodity, cena bude

p∗mon = M − q∗mon = M − 1

2
(M − c) =

1

2
M +

1

2
c =

1

2
(M + c)

Zisk je konečně dán vztahem

u∗mon = u(q∗mon) = q∗mon(p∗mon − c) =

[
1

2
(M − c)

]2

Pokud přidáme dalšı́ho výrobce (hráče), očekáváme pak, že se cena výrobku snı́žı́ a množstvı́
dodané na trh se zvýšı́. V oligopolnı́ situaci, kdy se počet hráčů limitně blı́žı́ k nekonečnu, uvidı́me,
že hráči produkujı́ s nulovým ziskem.

Následujı́cı́ model sestavil Augustine Cournot a je znám jako Cournotův model duopolu/oligopolu.
Pro hernı́ teoretiky je zajı́mavé zjištěnı́, že Cournot odvodil Nashovo ekvilibrium jako průsečı́k tak
zvaných reakčnı́ch křivek hráčů – což jsou pro nás best-response křivky. Z pohledu her je Cournotův
model oligopolu strategická nekooperativnı́ hra s nekonečně mnoha strategiemi, resp. se strategiemi
tvořenými spojitými (omezenými nebo neomezenými) intervaly – tady předpokládáme, že množiny
strategiı́ hráčů jsou Si = (0,∞).

2.1 Cournotovo řešenı́ duopolu

Mějme tedy dva hráči-výrobce, což znamená, že hledáme q1, q2 při výrobnı́ch nákladech c. Maximálnı́
dosažitelná cena komodity na trhu je podobně dána rovnicı́ dávajı́cı́ do vztahu cenu a dodané množstvı́:

p = M − q1 − q2

Hráči nejspı́š volı́ množstvı́ (svou množstevnı́ strategii) z intervalu 〈0,M〉, to znamená, že jejich
množstevnı́ strategie jsou nekonečné ohraničené množiny:

S1 = S2 = 〈0,M〉

Výplatnı́ funkce již nynı́ závisı́ na hraném profilu (máme tady hru):

u1(q1, q2) = (p− c)q1 = (M − q1 − q2 − c)q1
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u2(q1, q2) = (p− c)q2 = (M − q1 − q2 − c)q2

Zkoumejme pohled prvnı́ho duopolisty. Pohled druhého duopolisty je totiž obdobný. Pro každou
strategii soupeře q2 hledá takové množstvı́ q1 = R1(q2), aby hodnota u1(q1, q2) byla maximálnı́ (je
to jeho best-response). Funkci R1(q2) řı́káme reakčnı́ křivka. Matematicky vzato (lépe řečeno, z
matematické analýzy) hledáme extrém funkce vı́ce proměnných podle proměnné q1, což vede na
parciálnı́ derivaci (ostatnı́ množstevnı́ proměnné zde vystupujı́ jako konstanty):

∂u1

∂q1

= M − c− q2 − 2q1 = 0

Hráč bude hrát takovou strategii q1, aby byla best-response na protihráčovu q2, to znamená hledá
bod extrému, který nastává v bodě q1 takovém, že

M − c− q2 − 2q1 = 0

Strategie q2 je pro rozhodovánı́ prvnı́ho hráče sub-profilem (tzn. s−i), tedy konstantou a hráč
jedna hledá svou best-response mezi svými S1. Proto klademe rovnost:

q1 = R1(q2) =
1

2
(M − c− q2) (2.1)

Analogicky druhý hráč volı́:

q2 = R2(q1) =
1

2
(M − c− q1)

Kde je rovnovážný bod (q∗1, q
∗
2)? Cournot jej navrhl jako průsečı́k reakčnı́ch křivek, tedy v herně

teoretickém pojetı́ jako vzájemnou best-response hráčů.
Hledáme (q∗1, q

∗
2) tak, že R1(q∗2) = R2(q∗1):

q∗2 =
1

2
(M − c−R1(q∗1))

což je

q∗2 =
1

2

(
M − c− 1

2
(M − c− q∗2)

)
a po zjednodušenı́ dostáváme vztah pro q∗2:

q∗2 =
1

3
(M − c) (2.2)

Po dosazenı́ (2.2) do (2.1) zı́skáme:

q∗1 =
1

3
(M − c)
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Figure 2.1: Cournotovo řešenı́ oligopolu – grafické vyjádřenı́ průsečı́ků reakčnı́ch křivek [použito z
přednášek M. Hykšové]

Cena dosažená na trhu vycházı́ z původnı́ rovnice mezi cenou a množstvı́m na trhu:

p∗D = M − q = M − q∗1 − q∗2 = M − 2

3
(M − c) =

1

3
M +

2

3
c

Zisk pro každého je

u1(q∗1, q
∗
2) = u2(q∗1, q

∗
2) =

[
1

3
(M − c)

]2

A celkový zisk hráců v situaci je menšı́ než zisk monopolisty:

u1(q∗1, q
∗
2) + u2(q∗1, q

∗
2) =

2

9
[(M − c)]2

Vyrobeno a dodáno na trh je celkově, což je vı́ce než u monopolisty:

q∗1 + q∗2 =
2

3
(M − c)

Celkově je vidět, že duopolnı́ situace je pro zákaznı́ky lepšı́ než monopolnı́, neboť duopolisté
prodávajı́ většı́ množstvı́ výrobků za nižšı́ cenu než monopolista. Lze tedy i očekávat, že s každým
dalšı́m výrobcem se situace na trhu z pohledu zákaznı́ka zlepšı́.

Úvaha s různými výrobnı́mi náklady c1 6= c2 hráčů

Pokud očekáváme, že výrobnı́ náklady hráčů jsou rozdı́lné, pak docházı́me k následujı́cı́mu ekvilibriu:
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q∗1 =
1

3
(M + c2 − 2c1)

q∗2 =
1

3
(M + c1 − 2c2)

Uplatnı́ se tedy vı́ce hráč s nižšı́mi náklady, což nenı́ nijak překvapivé.

Úvaha o tajné dohodě duopolistů

Mohou se duopolisti dohodnout a vyrábět pouze q∗mon jako monopolista?
Dostáváme se tak mimo rovnovážný bod. V takovém bodě je situace nestabilnı́, protože každý z

hráčů může vybočit z profilu a krátkodobě si zisk navýšit. Pokud připouštı́me kooperativnost (např.
formou vyjednávánı́), pak studujeme rozsáhlejšı́ oblast řešenı́. Vı́ce v přednášce o kooperativnı́ch
hrách.

2.2 Řešenı́ oligopolů

Uvažujme n hráčů, kde každý hledá svoji strategii qi. Zisky jsou opět dány pro hráče i ∈ Q symet-
ricky:

ui(q1, q2, ..., qn) = (p− c)qi = (M − c− q1 − q2 − ...− qn)qi

Rovnovážný bod zı́skáme mı́rně komplikovanějšı́m odvozovánı́m než u duopolu, ale postup je v
principu shodný:

∂ui
∂qi

= M − c− q1 − q2 − ...− 2qi − ...− qn = 0

Z obecného předpisu obdržı́me soustavu rovnic a tu řešı́me analyticky:

2q1 + q2 + ... + qn = M − c
q1 + 2q2 + ... + qn = M − c
. .
q1 + q2 + ... + 2qn = M − c

Řešenı́m soustavy obdržı́me

q∗1 = q∗2 = ... = q∗n =
M − c
n+ 1

Oligopolisté dohromady vyrobı́:
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q∗ =
n∑
i=1

q∗i = n
M − c
n+ 1

=
n

n+ 1
(M − c)

Z toho je patrné, že s rostoucı́m počtem hráčů roste i množstvı́ dodaného produktu a klesá jeho
cena (a zisk firem).

p∗ =
1

n+ 1
M +

n

n+ 1
c

u∗ =
n

(n+ 1)2
(M − c)2

Když jde n k nekonečnu, dostáváme se do situace, která se nazývá dokonalá soutěž (konkurence),
kdy na trhu soupeřı́ velké množstvı́ srovnatelných firem, kde žádná z nich nemá moc významně
ovlivnit množstvı́ na trhu.

Velmi zajı́mavé je zjištěnı́, že dodané množstvı́ na trh je v situaci dokonalé konkurence:

lim
n→∞

n

n+ 1
(M − c) = M − c

což souvisı́ i s cenou požadovanou za výrobek (nemůžeme očekávat, že by klesla pod náklady
výroby):

p∗ = M − (M − c) = c

Celkový zisk oligopolistů v dokonalé konkurenci:

u∗ = 0

Pro srovnánı́ situacı́ monopolu, duopolu, oligopolu a oligopolu v dokonalé konkurenci uveďme
přehledovou tabulku na Obrázku 2.2.

Celkové Cena za Celkový
množstvı́ q∗ jednotku p∗ zisk u∗

Monopol 1
2
(M − c) 1

2
M + 1

2
c 1

4
(M − c)2

Duopol 2
3
(M − c) 1

3
M + 2

3
c 2

9
(M − c)2

Oligopol n
n+1

(M − c) 1
n+1

M + n
n+1

c n
(n+1)2

(M − c)2

Dok. soutěž (M − c) c 0

Figure 2.2: Srovnánı́ různých tržnı́ch situacı́
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2.3 Bertrandův model oligopolu (1883)

Je zjevné, že oligopol nevede v realitě ani náznakem k dokonalé konkurenci, která se vyznačuje cenou
na úrovni výrobnı́ch nákladů a nulovým provoznı́m ziskem. Můžeme to zkoumat na komoditách
každodennı́ spotřeby, kde lze jednoduše měnit dodavatele a produkt je vı́ceméně srovnatelný. Nejvı́c
typické je to u telefonnı́ch nebo bankovnı́ch služeb.

Bertrandův model oligopolu nenı́ z pohledu teorie her tak přelomový, jako byl ten Cournotův.
Bertrand revidoval závěr Cournota s tvrzenı́m, že již u duopolistů se může rozběhnout dokonalá
konkurence, neboť jejich množstevnı́ ekvilibrium nemusı́ být stabilnı́.

Připusťme, že duopolisté hrajı́ (q∗1, q
∗
2) = 1

3
(M − c) za shodnou cenu p∗ = 1

3
M + 2

3
c. Při této ceně

tvořı́ nenulový zisk z výroby a prodeje. Při stejné ceně majı́ rovný množstevnı́ podı́l na prodeji.
Najednou jeden z hráčů změnı́ svou cenu p∗i := p∗ − ∆, kde ∆ je libovolně malé. Podle logiky

trhu by měl hráč i vyprodat veškerou svou produkci a po něm až dražšı́ hráč. Plyne z toho, že hráči
nesoutěžı́ množstvı́m, ale cenou, která může jı́t až na úroveň nákladů, tedy implikujı́cı́ nulový zisk. Z
faktu, že to tak v realitě nenı́, plyne tzv. Bertrandův paradox

Dnešnı́ ekonomie již zná pojem cenová válka, který je z pohledu strategické interakce triviálnı́.
Představme si napřı́klad tři hráče Q = {A,B,C} na trhu s homogennı́m produktem, jehož cena se
ustálila na pi = p0 a podı́l výrobců qi na trhu je rovnoměrně rozložen na třetiny, tzn. qi = 1

3
(M − p0).

Pokud se výrobce j ∈ Q rozhodne uhnout z cenového ekvilibria, pak by podle logiky trhu měl
na sebe přetáhnout veškerou poptávku trhu až do výše svých výrobnı́ch kapacit a může tak zvýšit
svůj zisk. Ostatnı́ výrobci jsou nuceni snı́žit svou cenu tak, aby se vyrovnali aktuálnı́ ceně hráče j,
přı́padně jı́t ještě nı́že. Rozloženı́ poptávky mezi výrobce se tak zřejmě opět srovná a výsledkem
je stejné rozloženı́ výroby s tı́m významným rozdı́lem, že už s menšı́mi tržbami. Proto nelze nikdy

očekávat, že si budou hráči konkurovat cenou. Budou zákaznı́kům stále dokazovat, že jejich produkt
je lepšı́ než konkurenčnı́ (bonusy, věrnostnı́ programy, ...), ale nikdy nesnı́žı́ cenu. K cenové válce
může dojı́t pouze při vstoupenı́ nového hráče na trh, ovšem na dobu velmi krátkou. Navı́c by nemělo
nikoho překvapit, když je nově přı́chozı́ pouze virtuálnı́ identitou již zavedeného hráče, která pouze
zvyšuje dojem konkurence na trhu.

2.4 Závěr kapitoly o Cournotově modelu oligopolu

Studium Cournotova modelu je pro nás důležité ze třı́ hlavnı́ch důvodů:

1. Cournotův model oligopolu je historicky prvnı́ ukázka řešenı́ strategické rovnováhy v nekoop-
erativnı́ch hrách. Znalost Cournotova modelu je pro teorii her chápána jako znalost základnı́.

2. Corunotův model je ukázka analytického herně-teoretického modelu. Dalšı́ modely (např. eko-
nomické) jsou koncipovány podobným způsobem.
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3. Cournotův model je hrán v nekonečných množinách strategiı́ (resp. nekonečných ohraničených
množinách) a je to pro nás myšlenkový přechod od ryzı́ch strategiı́ směrem ke smı́šeným
strategiı́m.

Na Cournotův model navážeme v kapitole o hrách v rozšı́řené formě modelem podle Stackelberga,
který odlišuje mezi výrobci cenového vůdce a jeho následovnı́ky.
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Chapter 3

Hry bez Nashova ekvilibria v ryzı́ch
strategiı́ch

Zavedli jsme koncept Nashova ekvilibria v ryzı́ch strategiı́ch (PNE) a nynı́ je potřeba zkoumat, zda-li
každá (avšak konečná) hra má PNE nebo ne. Tento problém rozhodneme nalezenı́m alespoň jedné
hry, která PNE nemá. Jako ukázkový model posloužı́ klasická hra Matching Pennies na Obrázku 3.1
(u nás známe jejı́ mı́rně složitějšı́ variantu Kámen-nůžky-papı́r).

A/B heads tails
heads 1,-1 -1,1
tails -1,1 1,-1

Figure 3.1: Matice zisků ve hře Matching Pennies

Z matice zisků je evidentnı́, že hra nemá PNE. Znamená to však, že nemá řešenı́? Pokud by
neměla řešenı́, pak by ji hráči nedokázali hrát a to je nesmysl. Ukážeme, že racionálnı́ strategiı́ hráče
je hrát v této hře strategii ”heads” s pravděpodobnostı́ 50 % a podobně strategii ”tails”.

Pokud zde budeme mluvit o pravděpodobnostech, tak tı́m nemı́nı́me žádnou nejistotu hráče při
rozhodovánı́, jako je tomu u rozhodovánı́ za nejistoty (ve hrách proti přı́rodě), nebo-li u rozhodovánı́
nad loteriemi. Pravděpodobnosti budou modelovat indiferenci hráče nad některými jeho strategiemi.

Vyjedeme z potřeby hráče se rozhodnout v situaci dané následujı́cı́ užitkovou funkcı́:

volba a b c d

zisk 10 20 30 40

Je zde zjevné, že hráč dosahuje svého maxima při volbě strategie d. Jakou strategii ovšem hráč
zvolı́ v následujı́cı́, mı́rně modifikované situaci:

volba a b c d

zisk 10 20 40 40
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Vidı́me, že hráč dostane shodný výsledek při volbě strategie c i d. Hráč je tedy indiferentnı́
mezi c a d. Je mu tedy jedno, zda-li zvolı́ c nebo d. Racionálnı́ hráč tento fakt pochopı́1 a najde si
zařı́zenı́, které mu vygeneruje náhodnou veličinu v potřebné pravděpodobnostnı́ distribucı́. V našem
přı́padě si jedinec po staru ”hodı́ korunou”. Při zobecněnı́ distribuce náhodné veličiny je modelem
jeho rozhodovacı́ situace pravděpodobnostnı́ distribuce (0, 0, 0.5, 0.5).

Nynı́ si položme tuto otázku: je distribuce (0, 0, 0.4, 0.6) projevem indiference mezi c a d? Jak
tuto situaci interpretujeme? Jak by mohla vzniknout? Pokud tı́m jedinec dává najevo, že je v zásadě
indiferentnı́ mezi strategiemi s nenulovou přiřazenou pravděpodobnostı́, ale tak nějak se mu d lı́bı́ o
kousek vı́c, pak tı́mto způsobem rozhodovánı́ nemodelujeme. Pochopme, že postoj d � c � d je
logicky nekonzistentnı́.

Ve hrách ovšem bude postoj (0, 0, 0.4, 0.6) přı́pustný, neboť bude vyjadřovat naše očekávánı́ zisku.
Očekávaný zisk bude závislý na podobně pravděpodobnostnı́m postoji protihráčů. Náš hráč bude
indiferentnı́ nad strategiemi, kterým přiřazuje nenulovou pravděpodobnost, protože očekávané zisky
při jejich hranı́ budou totožné.

3.1 Smı́šené rozšı́řenı́ nekooperativnı́ hry

Navážeme na definici nekooperativnı́ hry hrané v diskrétnı́ch množinách strategiı́ (konečná hra).
Zavedeme tak zvané smı́šené rozšı́řenı́ hry.

Definice 14. Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). Hru Γm = (Q; {∆i}i∈Q; {πi}i∈Q) nazveme

smı́šeným rozšı́řenı́m hry Γ, pokud ∀i ∈ Q:

• ∆i je množina smı́šených strategiı́ hráče i (vektory délky |Si|) s prvky σi ∈ ∆i. Čı́slo σi(si)

označuje pravděpodobnost přiřazenou ryzı́ strategii si ∈ Si ve strategii σi. Celkově ∆ =
∏

i ∆i.

∆i =

{
σi ∈ 〈0, 1〉mi |

∑
si∈Si

σi(si) = 1

}
;mi = |Si|

• Výplatnı́ funkce hráče i (tzv. očekávaný užitek hráče) je v každém smı́šeném profilu σ ∈ ∆:

πi(σ) =
∑
s∈S

Ui(s) ·

(∏
i∈Q

σi(si)

)

Řešenı́m smı́šeného rozšı́řenı́ hry je smı́šené ekvilibrium. Dohodněme se, že nebudeme striktně
psát ryzı́ ekvilibrium v konečné hře a smı́šené ekvilibrium ve smı́šeném rozšı́řenı́ konečné hry –

1Tento moment může být pro jedince velmi obtı́žný. Vzpomeňme na bajku o oslovi, který chcı́pl hlady, neboť se
nedokázal rozhodnout mezi levou a pravou otýpkou sena.
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budeme rozumět existenci smı́šeného rozšı́řenı́ jaksi implicitně a dále budeme mluvit o hrách s
řešenı́m v ryzı́ch strategiı́ch nebo ve smı́šených strategiı́ch.

Nashovo ekvilibrium ve smı́šených strategiı́ch bude mı́t fakticky stejnou definici jako pro PNE,
ovšem se zavedenı́m očekávaného zisku (pouze zobecněnı́).

Definice 15. Mějme hru Γm = (Q; {∆i}i∈Q; {πi}i∈Q). Smı́šený profil σ∗ ∈ ∆ nazveme smı́šené

Nashovo ekvilibrium ve hře Γm, pokud platı́ pro všechny hráče i ∈ Q a všechny možné smı́šené

strategie σi ∈ ∆i:

πi(σ
∗) ≥ πi(σi, σ

∗
−i)

Dále nebudeme zdůrazňovat, že smı́šené ekvilibrium je definováno v Γm, ale implicitně ho budeme
chápat jako možné řešenı́ Γ.

Doplnı́me si ještě pojem smı́šená doména množiny strategiı́ hráče (snad vhodný překlad an-
glického pojmu support). S tı́m si zavedeme i notaci σi(si) vyjadřujı́cı́ pravděpodobnost, kterou
přiřazuje smı́šená strategie σi hráče i jeho ryzı́ strategii si ∈ Si.

Definice 16. Mějme hru Γm = (Q; {∆i}i∈Q; {πi}i∈Q) a smı́šenou strategii σi hráče i. Smı́šenou

doménou množiny strategiı́ hráče i (zkráceně doménou strategiı́) nazveme podmnožinu strategiı́

suppi(σi) = {si ∈ Si|σi(si) > 0}

3.2 Smysl a interpretace smı́šených strategiı́

Uvažujme následujı́cı́ hru:

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

Než si ukážeme postup výpočtu smı́šeného Nashova ekvilibria (MNE), ukážeme si, jaká po-
zorovánı́ majı́ v bodě MNE oba hráči. Mějme následujı́cı́ smı́šený profil:

σ∗ = (σ∗1, σ
∗
2) =

((
3

4
,
1

4

)
,

(
1

5
,
4

5

))
Jaké jsou ryzı́ BR1(σ∗−1)? Jestliže sloupcový hráč hraje ryzı́ strategii a s pravděpodobnostı́ 1

5
a

strategii b s pravděpodobnostı́ 4
5
, pak řádkový hráč muže očekávat zisk při hranı́ c následujı́cı́:

π1(c, σ∗2) = 3 · 1

5
+ 1 · 4

5
=

7

5

Pokud by hrál ryze d, pak:
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π1(d, σ∗2) = −1 · 1

5
+ 2 · 4

5
=

7

5

Toto je prvnı́ důležitá vlastnost smı́šeného Nashova ekvilibria:

Pokud hráči hrajı́ smı́šené Nashovo ekvilibrium σ∗, pak je každý hráč i indiferentnı́ ve

svém očekávánı́ mezi všemi svými ryzı́mi strategiemi, kterým jeho smı́šená strategie σ∗i
přiřazuje nenulovou pravděpodobnost.

Toto pochopitelně v MNE platı́ vzájemně. Co přesně ovšem značı́ ta pravděpodobnostnı́ dis-
tribuce? Pokud trváme na tom, aby se řádkový hráč v našı́ hře rozhodl a zvolil nějaký konkrétnı́ ryzı́
tah, pak se hráč hrajı́cı́ σ∗1 s pravděpodobnostı́ 3

4
rozhodne pro c a s pravděpodobnostı́ 1

4
rozhodne pro

d.
Pojďme ovšem dále. Někdo může namı́tnout, že pro sloupcového hráče je pravděpodobnějšı́ hrát

b, a proto bude hrát b vždy. Pokud by sloupcový hrál smı́šeně (0, 1), tedy strategii b s pravděpodbnostı́
1, pak je jeho očekávaný zisk: 3

4
3 + 1

4
1 = 2.5 (je horšı́ než π2(σ∗)).

Pokud by řádkový hráč zı́skal dojem, že sloupcový bude hrát (0, 1), pak je jeho BR hrát (0, 1),
což můžeme snadno na matici hry ověřit. Na to ovšem zareaguje sloupcový přesunutı́m se do levého
sloupce, kde je strategie a. Pokud tedy hráči nepřistupujı́ k rovnováze smı́šeně, hra hraná v ryzı́ch
strategiı́ch nenajde rovnovážný bod.

Stability to dosáhne až v σ∗, kdy jsou oba hráči indiferentnı́ mezi {a, b}, resp. {c, d} a je
pravděpodobné, že sloupcový zvolı́ b a řádkový c, kde dosáhnou užitku (1, 3) (mı́sto (1.4, 2.7)).

Poznamenejme na závěr, že toto je pouze demonstračnı́ přı́klad. Neplatı́ tedy obecně, že hráči ve
smı́šeném ekvilibriu přiřazujı́ všem svým ryzı́m strategiı́m nenulovou pravděpodobnost.

3.3 Výpočet smı́šené rovnováhy – hledánı́ průsečı́ku reakčnı́ch
křivek

Mějme následujı́cı́ hru:

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

Pı́smenem p budeme značit pravděpodobnost hranı́ strategie a řádkového hráče, tzn. že 1 − p

určuje pravděpodobnost hranı́ b. Podobně s pı́smenem q pro sloupcového hráče.
Funkce πi je funkce v proměnných p a q. Hledánı́m jejı́ho extrému podle p, tzn. ∂π1

∂p
zı́skáváme

náhled na nejlepšı́ odpověď řádkového hráče v sub-profilu (q, 1− q) hranı́ protihráče.
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π1 = 3pq + 1p(1− q)− 1(1− p)q + 2(1− p)(1− q) = 5pq − p− 3q + 2

Funkce π1 udává očekávaný zisk řádkového hráče v závislosti na hranı́ jeho a protivnı́kovy smı́šené
strategie. Položı́me prvnı́ derivaci funkce rovnou nule a zı́skáváme bod, ve kterém funkce dosahuje
extrému (zřejmě maxima, což můžeme ověřit na druhé derivaci):

∂π1

∂p
= 5q − 1⇒ q =

1

5

Funkce π1 dosahuje extrému v bodech (p, q) takových, že q = 1
5
. Podobně u funkce π2:

π2 = 2pq + 3p(1− q) + 4(1− p)q + (1− p)(1− q) = −4pq + 2p+ 3q + 1

∂π2

∂q
= −4p+ 3⇒ p =

3

4

Smı́šené Nashovo ekvilibrium tedy nastává ve smı́šeném profilu

σ∗ = ((p, 1− p), (q, 1− q)) = (σ∗1, σ
∗
2) =

((
3

4
,
1

4

)
,

(
1

5
,
4

5

))

3.4 Výpočet smı́šené rovnováhy – obecný algoritmus

Mějme stejnou hru jako v poslednı́m přı́kladu. Vycházı́me z poznánı́ indiference mezi a a b při hranı́
smı́šené (p, 1− p) versus smı́šené (q, 1− q). Budeme tedy předpokládat u hráčů domény (supports)
supp1 = {c, d} a supp2 = {a, b}.

Z předpokladu indiference řádkového hráče mezi všemi jeho ryzı́mi strategiemi z domény pak pro
řádkového hráče vycházı́ užitek:

U1(c, a) · q + U1(c, b) · (1− q) = U1(d, a) · q + U1(d, b) · (1− q)

3q + 1(1− q) = −1q + 2(1− q)

3q = −q + (1− q)

q =
1

5

Podobně sloupcový: 2p+ 4(1− p) = 3p+ (1− p)⇒ p = 3
4

Tento postup je základem algoritmu hledánı́ smı́šených ekvilibriı́ silou. V tomto algoritmu zk-
oumáme všechny možné domény jednoho hráče proti všem možným doménám druhého hráče. Pro
každou iteraci zı́skáváme soustavu rovnic, které jsou v přı́padě dvouhráčových her lineárnı́ a v přı́padě
vı́ce-hráčových her nelineárnı́. Tento algoritmus i určuje časovou složitost výpočtu smı́šeného Nashova
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ekvilibria, která je obecně exponenciálnı́2.
Výše zmı́něný algoritmus3 pracuje správně pouze u nedegenerovaných her, které si v zápětı́ defin-

ujeme:

Definice 17. Dvouhráčová hra je tak zvaně nedegenerovaná, pokud žádná smı́šená strategie s doménou

(support) velikosti k nemá u protihráče vı́ce než k ryzı́ch best-response.

Tuto vlastnost snadno poznáme – pokud má hra na ryzı́ strategii jednoho hráče dvě (a vı́ce) ryzı́ch
best-response protihráče, je degenerovaná. Plyne z toho, že kterékoliv Nash ekvilibrium (s∗1, s

∗
2)

nedegenerované dvouhráčové hry má domény stejné délky.

3.5 Věta o existenci smı́šeného Nashova ekvilibria

Věta 1 (Věta o existenci MNE v konečných hrách). Každá konečná hra má vždy alespoň jedno řešenı́

ve smı́šených strategiı́ch.

John Nash (1950)

Tato věta je nejvýznamnějšı́m výsledkem Johna Nashe a základem studia nekooperativnı́ch hernı́ch
situacı́. Důkaz této věty bude proveden v následujı́cı́ch kapitolách.

Věta 2. Každá konečná nedegenerovaná hra má vždy lichý počet ekvilibriı́ (tzn. PNE+MNE).

Důsledek: pokud najdu ve hře pouze 1 PNE, je pouze 1 ekvilibrium. Pokud najdu 2 PNE, pak
existuje třetı́ ekvilibrium, které je MNE (a bude nad těmi PNE ukazovat jejich váhu).

2Christos Papadimitriou dokázal, že je ve složitostnı́ třı́dě PPAD
3Pro dalšı́ studium doporučuji: Nisan et al.: Algorithmic Game Theory (link na stránce THE), specificky kapitolu:

Bernhard von Stengel: Equilibrium Computation for Two-Player Games in Strategic and Extensive Form
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Chapter 4

Problém existence ekvilibria ve hrách s
nenulovým součtem

Když Nash definoval své ekvilibrium v nekooperativnı́ch hrách s nenulovým součtem, bylo nutno
navı́c ukázat, zda-li jeho koncept platı́ ve všech myslitelných hrách.

4.1 Kompaktnı́ a konvexnı́ množina

Definice 18. Množina A ⊆ Rn je kompaktnı́, pokud je ohraničená (existuje čı́slo b takové, že ∀a ∈
A : ||a|| < b) a uzavřená (jejı́ doplněk Rn \ A je otevřená množina).

Definice 19. Množina A ⊆ Rn je konvexnı́, pokud pro každé dva jejı́ prvky x, y ∈ A a každé reálné

čı́slo λ ∈ 〈0, 1〉 platı́:

λx+ (1− λ)y ∈ A

Tzn., každý bod na úsečce mezi body x a y patřı́ do množiny A, což je domonstrováno na obrázku
4.1.

4.2 Ryze kvazi-konkávnı́ funkce

Definice 20. Funkce f(x) : A → R1 (kde A je konvexnı́ množina) je ryze kvazi-konkávnı́, jestliže

f(λx+ (1− λ)y) > t pro všechna x, y ∈ A, x 6= y, λ ∈ (0, 1) a jakékoliv t ∈ R1 takové, že f(x) ≥ t

a f(y) ≥ t.

Definice řı́ká, že funkce (např. užitková funkce, resp. preferenčnı́) nemůže na intervalu (x, y)

takovém, že pro oba ohraničujı́cı́ body je f(·) slabě lepšı́ než hodnota t, tvrdit, že připouštı́ bod
z ∈ (x, y), který by nebyl striktně lepšı́ než t nebo dokonce horšı́.

Naopak, všechny body z ∈ (x, y) musı́ být striktně lepšı́ (striktně preferovány nad) než t.
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Figure 4.1: Ukázka konvexnı́ a nekonvexnı́ množiny

4.3 Existence Nashova ekvilibria ve hrách se spojitými Si
Věta 3. Nashovo ekvilibrium hry v normálnı́ formě Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q) existuje, pokud jsou

splněny následujı́cı́ podmı́nky:

1. Si,∀i ∈ Q je konvexnı́ a kompaktnı́ podmnožina Euklidovského prostoru.

2. Ui(si, s−i) : S → R1 jsou spojité funkce u všech hráčů i ∈ Q.

3. pro všechny hráče i ∈ Q a všechny s−i ∈ S−i je funkce Ui(si, s−i) ryze kvazi-konkávnı́ na

množině Si.

Důkaz této věty přı́liš nepotřebujeme. Věta v podstatě stanovuje podmı́nky, které jsou demon-
strovány v Cournotově modulu duopolu, tzn. množiny strategiı́ jsou spojité množiny (konvexnı́ a
kompaktnı́), užitkové funkce jsou spojité a kvazi-konkávnı́.

4.4 Smı́šená best-response hráče ve smı́šeném profilu

Připomeňme definici smı́šeného Nashova ekvilibria (MNE):

Definice 21. Smı́šený profil σ∗ ∈ ∆ je ekvilibrium ve hře Γm, pokud platı́ pro všechny i ∈ Q:

σ∗i ∈ BRi(σ
∗
−i)

BRi(σ−i) = arg

[
max
σi∈∆i

πi(σi, σ−i)

]
Předpokládáme, že výsledkem operaceBRi(σ−i) je podmnožina ∆i. Množina ∆i má jiný charak-

ter než Si! V diskrétnı́ch (ryzı́ch) strategiı́ch je výsledek best-response diskrétnı́ množina, ve smı́šených
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strategiı́ch je to nějaká podmožina množiny ∆i a my následně ukážeme, že je kompaktnı́ a konvexnı́.
Z best-response plyne, že hráč i je v kontextu sub-profilu σ−i indiferentnı́ mezi všemi σi ∈ BRi(σ−i).

To nás přivádı́ k otázce: Jak je velká množina BRi(σ−i)?
Mějme hru:

a b

c 3,2 1,3

d -1,4 2,1

Prohlásı́me, že jejı́ smı́šené ekvilibrium je:

MNE = (σ∗1, σ
∗
2) =

((
3

4
,
1

4

)
,

(
1

5
,
4

5

))
Funkce π1 udává očekávaný užitek řádkového hráče v závislosti na hraném smı́šeném profilu

daném pravděpodobnostmi p a q.

π1 = 5pq − p− 3q + 2

Funkce best-response je tedy hledánı́ maxima přes všechny smı́šené profily řádkového hráče

∆1 = {(p, 1− p)|p ∈ 〈0, 1〉}

tedy zkráceně přes všechna p ∈ 〈0, 1〉:

BR1(σ−1 = (q, 1− q)) = max
p∈〈0,1〉

[π1(p, q)]

Experimentálně tedy můžeme dojı́t k těmto závěrům:
BR1(

(
1
10
, 9

10

)
) = maxp∈〈0,1〉[−0.5p+ 1.7]⇒ p := 0

BR1(
(

9
10
, 1

10

)
) = maxp∈〈0,1〉[3.5p− 0.7]⇒ p := 1

BR1(
(

1
5
, 4

5

)
) = maxp∈〈0,1〉[5p · 0.2− p− 3 · 0.2 + 2] = 1.4

Zde již BR nenı́ závislé na p, tzn. BR1(q = 0.2) = ∆1. Avšak pouze pro jeden bod v ∆1 je to
podobně u sloupcového. Kdybychom funkce BR1 a BR2 vynesli do grafu, pak je bod rovnováhy v
mı́stě, kde se obě křivky (reakčnı́ křivky) protnou.

4.5 Pevný bod korespondence

V předchozı́ kapitole bylo vidět, že funkce best-response nenı́ funkcı́ v pravém slova smyslu – na
jeden vstup může vrátit obecně vı́ce výstupů (což je tedy obecná vlastnost best-response). Striktně
matematicky vzato proto nemůžeme mluvit o funkci best-response, ale o tak zvané korespondenci
best-response. Co znamená pojem korespondence?

34



Definice 22. Korespondence c : A→→ B je zobecněná totálnı́ funkce nebo multi-value funkce, která

každému a ∈ A přiřazuje (neprázdnou) podmnožinu B.

Alternativně můžeme korespondenci zapisovat jako funkci c : A → 2B, s vlastnostı́ ∀a ∈ A :

c(a) 6= ∅.
Při zkoumánı́ best-response korespondence nás bude zajı́mat, jestli rekurzivnı́ proces hledánı́

ekvilibria se může obecně vzato někdy zastavit. Programátorsky si to představme jako volánı́ funkce
BR na nějaký náhodně zvolený profil. Ekvilibrium je pak dáno posloupnostı́ volánı́

σ∗ = BR(BR(BR(BR(...))))

a nás zajı́má, zda-li je tato posloupnost konečná a zda-li může dojı́t do stavu, kdy ∀i ∈ Q : σ∗i =

BRi(σ
∗
−i). Proto je nynı́ důležitý pojem pevného bodu.

Definice 23. Mějme korespondenci c : A→→ A. Pevný bod (fixed-point) korespondence c je takový

bod x∗ ∈ A, že

x∗ ∈ c(x∗)

Nashovo ekvilibrium je strategický profil σ∗ takový, že σ∗i ∈ BRi(σ
∗
−i) pro všechny i ∈ Q. Je to

tedy pevný bod BR-korespondence:

BR(σ) = (BR1(σ−1), BR2(σ−2), . . . , BRN(σ−N))

Pokud dokážeme, že kterákoliv BR-korespondence může mı́t pevný bod, pak existuje MNE pro
kteroukoliv hru. Existuje věta (Kakutani’s fixed-point theorem), která stanovuje podmı́nky, aby kore-
spondence měla pevný bod. Pokud ukážeme, že BR splňuje tyto podmı́nky, pak má pevný bod, tzn.
hra má ekvilibrium. Ukážeme si Kakutaniho theorém a Nashův důkaz.

4.6 Kakutani’s fixed point theorem

Shizuo Kakutani (1911–2004) stanovil ve své větě o pevném bodu korespondence následujı́cı́ podmı́nky,
aby zadaná korespondence měla pevný bod. Tento teorém nás bude zajı́mat, protože s jeho pomocı́
dokážeme, že smı́šená best-response korespondence má z principu vždy pevný bod a tudı́ž smı́šené
Nashovo ekvilibrium existuje obecně pro každou hru.

Věta 4. Korespondence r : A→→ A má pevný bod, pokud platı́:

1. A je kompaktnı́, konvexnı́, neprázdná podmnožina (konečně-rozměrného) Euklidovského pros-

toru,

2. r(a) je neprázdná pro všechny a ∈ A,
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3. r(a) je konvexnı́ pro všechny a ∈ A,

4. r(·) je shora hemispojitá (ekv. s podmı́nkou, že má uzavřený graf).

4.7 Důkaz Nashovy věty o existenci MNE v konečných hrách

V důkazu budeme vyšetřovat funkci

BRi(σ−i) = arg

[
max
σi∈∆i

π(σi, σ−i)

]
a následně

BR(σ) = (BR1(σ−1), BR2(σ−2), ..., BRN(σ−N))

Jejich zkoumánı́m dojdeme k závěru, zda-li naplňujı́ nezbytné podmı́nky Kakutaniho, aby mohly
formovat smı́šené Nashovo ekvilibrium.

Berge’s Theorem of the Maximum

Věta 5. Nechť X ⊂ Rd,M ⊂ Rz jsou kompaktnı́ a konvexnı́ množiny. Nechť je funkce f(x,m) :

X ×M → R1 spojitá na X a M . Korespondence c : M →→ X definovaná jako

c(m) = arg

{
max
x∈X

[f(x,m)]

}
je neprázdná pro každé m ∈M a shora hemispojitá.

Na funkci f(x,m) můžeme pohlı́žet jako na hodnotı́cı́ funkci optimalizátoru, kde m je vstupnı́
specifikace problému a řešenı́ se hledá přes všechny x ∈ X . Všimněte si podobnosti s BR-korespondencı́.

V konečných hrách jsou Si konečné (diskrétnı́) množiny. Jejich smı́šené rozšı́řenı́ ∆i jsou ovšem
kompaktnı́ a konvexnı́ množiny (a rozhodně neprázdné). Tzn., prvnı́ podmı́nka Kakutaniho byla
splněna.

Z definice hry plyne, že πi(·) jsou lineárnı́ funkce a proto spojité na ∆i. Z Bergova theorému o
maximu proto plyne, že BRi(σ−i) je proto neprázdná pro všechny σ−i ∈ ∆−i a shora hemispojitá.
Druhá a čtvrtá Kakutaniho podmı́nka splněna.
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Definice lineárnı́ funkce (zobrazenı́)

Definice 24. Nechť X ⊆ Rm a Y ⊆ Rn . Zobrazenı́ F : X → Y se nazývá lineárnı́, pokud pro

všechny x, y ∈ Rm a q ∈ R platı́ současně:

1. F (x+ y) = F (x) + F (y)

2. F (q · x) = q · F (x)

Protože πi(σi, σ−i) je lineárnı́ pro libovolné σ−i, pak najdeme-li dva body σ′i, σ
′′
i takové, že

πi(σ
′
i, σ−i) = πi(σ

′′
i , σ−i) (4.1)

tzn. σ′i, σ
′′
i ∈ BRi(σ−i), pak (z linearity):

πi(λσ
′
i + (1− λ)σ′′i , σ−i) =

= λπi(σ
′
i, σ−i) + (1− λ)πi(σ

′′
i , σ−i) =

= λπi(σ
′
i, σ−i) + πi(σ

′′
i , σ−i)− λπi(σ′′i , σ−i) (4.2)

Protože předpokládáme (4.1), pak můžeme v (4.2) pro snadějšı́ čtenı́ provést substituci

A = πi(σ
′
i, σ−i) = πi(σ

′′
i , σ−i)

a čı́st (4.2) jako

λA+ A− λA = A

To znamená, že

πi(λσ
′
i + (1− λ)σ′′i , σ−i) = πi(σ

′
i, σ−i)

pro libovolné λ ∈ 〈0, 1〉. Jinak řečeno, očekávaný zisk ve všech bodech BRi(σ−i je stejný a
funkce BR vracı́ množinu, která je rozhodně konvexnı́. Třetı́ podmı́nka Kakutaniho byla splněná.

Podmı́nky Kakutaniho věty byly splněny, tı́m pádem je BR(σ) korespondence s pevným bodem, tzn.
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má-li σ∗ být rovnovážný bod ve smı́šených strategiı́ch, pak rozhodně platı́, že

σ∗ ∈ BR(σ∗)

Tak J. Nash v roce 1950 (zasláno k recenzi Nov 1949) v článku Equilibrium Points in N-person

Games dokázal univerzálnı́ řešitelnost konečných nekooperativnı́ch her. Tento článek je rozhodně
pozoruhodný a zasloužı́ si, aby se s nı́m každý student Teorie her seznámil.
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Chapter 5

Nekooperativnı́ hry s nulovým součtem

Nekooperativnı́ hry s nulovým součtem1 jsou speciálnı́m přı́padem strategických nekooperativnı́ch
her s nenulovým součtem. Jejich řešenı́ přišlo historicky dřı́ve (von Neumann, Věta o minimaxu),
protože jsou koncepčně i výpočetně jednoduššı́. Dřı́ve se i věřilo, že veškeré strategické konflikty
jsou charakteru nulového součtu, což později John Nash vyvrátil svým řešenı́m ve hrách s nenulovým
součtem.

Zopakujme si definici hry s konstantnı́m, respektive nulovým součtem:

Definice 25. Mějme hru Γ. Řekneme, že Γ je hra s konstantnı́m součtem k ∈ R, pokud platı́

∀s ∈ S :
∑
i∈Q

Ui(s) = k

Pokud je k = 0, pak je Γ hra s nulovým součtem.

Hry s nulovým součtem bývajı́ pro svůj strategický charakter nazývány strictly competitive games.
Mı́ra výhry jednoho značı́ mı́ru prohry druhého. V sociálnı́ch vědách jsou tyto hry známy také pod
názvem antagonistické hry (konflikty).

Definice 26. Antagonistický konflikt je rozhodovacı́ situace N hráčů, kteřı́ se po volbě svých rozhod-

nutı́ rozdělı́ o pevně stanovenou částku, jejı́ž výše nezávisı́ na tom, jaká rozhodnutı́ zvolili.

Přı́klad

Dvě firmy (Perrier, Apollinaris) soupeřı́ na trhu s minerálnı́ vodou. Jejich marketingové oddělenı́
řešı́ problém, jestli zvolit vysokou cenu ($2) nebo nı́zkou cenu ($1) za jednu lahev minerálky. Obě
firmy vı́, že při ceně $2 se prodá 5000 lahvı́ (tržba $10.000) a při ceně $1 se prodá 10000 lahvı́ (tržba
$10.000). Při stejné ceně obou se hráči rovnoměrně podělı́ o trh. Pokud je jeden levnějšı́, zı́ská celý
trh. Fixnı́ náklady firem, tzn. bez ohledu na realizovanou produkci/prodej jsou $5000 za dané obdobı́.
Hru dokumentuje matice užitků zapsaná dle obvyklé konvence na obrázku 5.1.

1Kapitola byla zpracována s použitı́m přednášek Magdaleny Hykšové z FD ČVUT
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Perrier/Appollinaris $1 $2
$1 0,0 5000,-5000
$2 -5000,5000 0,0

Figure 5.1: Hra mezi Perrierem a Appollinarisem

Je vidět i při zápisu dvou užitků dvou hráčů, že suma užitků v každém profilu je nulová a že tudı́ž
pracujeme se hrou s nulovým součtem.

5.1 Vztah nulového a konstantnı́ho součtu

Abychom od počátku pracovali s vědomı́m, že hry s konstantnı́m součtem jsou všechny v podstatě
hrami s nulovým součtem, vyslovı́me následujı́cı́ větu:

Věta 6. Nechť Γk je hra s konstantnı́m součtem k ∈ R. Potom existuje hra Γ0 s nulovým součtem

taková, že je strategicky ekvivalentnı́ s Γk.

Důkaz bude založen na nalezenı́ Ai, Bi koeficientů pro strategickou ekvivalenci a předvedeme si
to pouze na přı́kladě.

Přı́klad: převod k-sum hry na 0-sum hru

Mějme hru s konstantnı́m součtem (k = 2):

a b

c 0,2 1,1

d -1,3 2,0

Hledáme koeficienty transformaceA1, A2, B1, B2 na strategicky ekvivalentnı́ hru s nulovým součtem.
Tyto koeficienty jsou pro nás tudı́ž neznámé v následujı́cı́ch rovnicı́ch:

U ′11 = 0A1 +B1 U ′21 = 2A2 +B2

U ′12 = A1 +B1 U ′22 = A2 +B2

U ′13 = −A1 +B1 U ′23 = 3A2 +B2

U ′14 = 2A1 +B1 U ′24 = 0A2 +B2

Užitky U ′ij; i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2, 3, 4} jsou taky neznámé. Máme zatı́m 12 neznámých a pouze 8
rovnic. Dále přidáme rovnice vyžadujı́cı́ nulovost součtu užitků v jednotlivých profilech:

∀j ∈ {1, 2, 3, 4} : U ′1j + U ′2j = 0

Pokud tedy sledujeme rovnosti U ′1j +U ′2j = 0, pak obdržı́me soustavu lineárnı́ch rovnic o čtyřech
neznámých:
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B1 + 2A2 +B2 = 0

A1 +B1 + A2 +B2 = 0

−A1 +B1 + 3A2 +B2 = 0

2A1 +B1 +B2

Nebo vyjádřenou jejı́ maticovou formou:
0 1 2 1

1 1 1 1

−1 1 3 1

2 1 0 1

 ·


A1

B1

A2

B2

 =


0

0

0

0



Máme homogennı́ soustavu rovnic, kde jsou ovšem lineárnı́ závislosti, tzn. vede na nekonečně
mnoho řešenı́ (to nás nepřekvapuje, neboť to očekáváme).

Navrhněme A1 = A2 = 1, tzn.: B1 +B2 = −2 a zvolme B1 = B2 = −1.
Původnı́ hra se tedy transformuje na hru:

a b

c -1,1 0,0

d -2,2 1,-1

Stejně tak s jinými transformačnı́mi koeficienty Ai = 1, B1 = 0, B2 = −2 na:

a b

c 0,0 1,-1

d -1,1 2,-2

5.2 Zápis 0-sum hry

Pokud platı́, že ∀s ∈ S : U1(s) + U2(s) = 0, pak lze psát pouze jednu matici U(s) a definovat
U1(s) = U(s), U2(s) = −U(s).

2,-2 5,-5 0,0

3,-3 1,-1 2,-2

4,-4 3,-3 6,-6

⇒
2 5 0

3 1 2

4 3 6

Hru dvou hráčů s nulovým součtem s konečnými množinami strategiı́ S1 = {s1
1, s

1
2, ..., s

1
m} a

S2 = {s2
1, s

2
2, ..., s

2
n} lze zadat pomocı́ matice A vyjadřujı́cı́ zisky prvnı́ho hráče:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

am1 am2 . . . amn

 =


U1(s1

1, s
2
1) U1(s1

1, s
2
2) . . . U1(s1

1, s
2
n)

U1(s1
2, s

2
1) U1(s1

2, s
2
2) . . . U1(s1

2, s
2
n)

. . .

U1(s1
m, s

2
1) U1(s1

m, s
2
2) . . . U1(s1

m, s
2
n)
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Definice 27. Hra dvou hráčů s nulovým součtem je Γ = (Q;S1, S2;U), kde

• Q = {1, 2} je množina hráčů.

• S1 a S2 jsou množiny ryzı́ch strategiı́ hráčů.

• U : S → R je výplatnı́ funkce ve hře. Užitkem hráče jedna je U1(s) = U(s), U2(s) = −U(s).

Oba hráči majı́ shodné vnı́mánı́ preference v tom smyslu, že preferujı́ užitek x před y, právě tehdy
když x > y. To znamená pro sloupcového hráče, že preferuje napřı́klad −2 nad −10.

Často budeme 0-sum hru zapisovat maticı́ hry A, pak by hra byla struktura Γ = (Q;S1, S2;A).
Jistě může být 0-sum hra s vı́ce hráči (interpretace užitků). Zde budeme rozvı́jet výhradně dvouhráčové
0-sum hry.

5.3 Chovánı́ hráče v 0-sum hře

Mějme hru zadanou maticı́ A takto:

A =

2 5 0

3 1 2

4 3 6

Každý hráč vı́, že na každý jeho přı́padný tah bude protihráč reagovat svou best-response strategiı́.
Řádkový tudı́ž vı́, že sloupcový bude na řádku hledat minimum, což je jeho BR – hráč takto mini-
malizuje svou prohru. Minimum na řádku je pro řádkového tudı́ž důležité. Může ovšem zvolit takové
minimum, které je mezi všemi řádky nejlepšı́ (největšı́). Je to hledánı́ maxima mezi minimy.

• Minimum prvnı́ho řádku: 0,

• druhého: 1,

• třetı́ho: 3,

Závěr: pokud bude řádkový hráč hrát třetı́ řádek, pak dostane nejhůř zisk 3. Musı́ předpokládat
racionalitu sloupcového hráče. Hledánı́ minima na řádku nenı́ paranoidnı́ chovánı́, pouze předpoklad
racionality u sloupcového hráče.

Řádkovému hráči řı́káme maxminimizer.
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Volba sloupcového

Sloupcový přemýšlı́ podobně a přitom opačně. V prvnı́m sloupci je sice jeho nejlepšı́ zisk 2 (tzn. −2),
ale musı́ počı́tat s tı́m, že řádkový bude hrát třetı́ řádek (jako svou BR). Pro prvnı́ sloupec je tudı́ž jeho
nejvyššı́ možná ztráta 4 (druhý: 5, třetı́: 6). Sloupcový hráč minimalizuje svoji ztrátu, proto volı́ prvnı́
sloupec.

Sloupcový hráč tudı́ž hledá maximum ve sloupci a globálně minimum mezi maximy. Sloup-
covému hráči řı́káme minimaximizer.

5.4 Rovnovážné strategie tvořı́cı́ ekvilibrium ve hře

Připomeňme definici rovnovážného bodu (s∗1, s
∗
2) v dvouhráčové hře.

Definice 28. Profil (s∗1, s
∗
2) představuje rovnovážné strategie hráčů, pokud platı́:

U1(s1, s
∗
2) ≤ U1(s∗1, s

∗
2)

U2(s∗1, s2) ≤ U2(s∗1, s
∗
2)

pro všechny s1 ∈ S1, s2 ∈ S2.

Užitkové funkce definujeme U1(·) = U(·), U2(·) = −U(·). Pak pı́šeme, že v rovnovážném bodě
musı́ platit pro řádkového hráče:

U(s1, s
∗
2) ≤ U(s∗1, s

∗
2) (5.1)

Z pohledu sloupcového to je

−U(s∗1, s2) ≤ −U(s∗1, s
∗
2)

což vede na (násobenı́ nerovnice zápornou konstantou se měnı́ směr nerovnosti):

U(s∗1, s2) ≥ U(s∗1, s
∗
2) (5.2)

Z předchozı́ch vztahů (5.1) a (5.2) plyne celkově:

U(s1, s
∗
2) ≤ U(s∗1, s

∗
2) ≤ U(s∗1, s2)

Jinak řečeno, užitek pro řádkového hráče je jeho dosažitelné maximum a pro sloupce dosažitelné
čı́selné minimum (které je jeho maximem). Hodnota U(s∗1, s

∗
2) se nazývá cena hry (taky hodnota hry,

angl. game value).
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5.5 Sedlový bod (saddle point)

Definice 29. Mějme dvoumaticovou hru Γ = (Q;S1, S2;U). Ve hře definujeme minimax a maximin

takto:

m = min
s2∈S2

{
max
s1∈S1

U(s1, s2)

}

m = max
s1∈S1

{
min
s2∈S2

U(s1, s2)

}
Pro hru:

U(s1, s2) =

2 5 0

3 1 2

4 3 6

to je m = 4 a m = 3.
Řádkový by tudı́ž hrál třetı́ řádek, sloupcový prvnı́ sloupec. Jaký je ovšem zisk hráčů v profilu s

indexy (3, 1)? Řádkový dostane o jedna lépe než čekal, sloupcový o jedna hůř (když to teď vidı́, hrál
by druhý sloupec). Sloupcový má tudı́ž tendenci změnit svoji strategii na druhý sloupec (pak dostane
3). Řádkový by pak změnil na prvnı́ řádek...a stability hra nedosáhne.

Závěr: profil (3, 1) nenı́ rovnovážný bod (nenı́ stabilnı́). Kdy ovšem bude volba hráčů vedoucı́ ke
stabilnı́mu profilu?

Definice 30. Mějme 0-sum hru Γ. Profil s∗ je sedlovým prvkem, pokud platı́, že:

U(s∗) = max
s1

{
min
s2

U(s1, s2)

}
= min

s2

{
max
s1

U(s1, s2)

}
tzn.

U(s∗) = m = m

To znamená, že sedlový bod má výplatu nejmenšı́ na řádku a současně nejvyššı́ ve sloupci.
Sedlový bod představuje rovnovážný stav (ryzı́ ekvilibrium) ve hře. Hodnota užitku v sedlovém
bodě se nazývá cena hry (value). Sedlový bod je ekvivalent PNE ve hrách s nenulovým součtem.
Podobně i tady nemusı́ v ryzı́ch strategiı́ch existovat.

Stejně jako u her s nenulovým součtem jsou tedy hry s:

• 0 sedlovými body,

• 1 sedlovým bodem,

• n > 1 sedlovými body.

Připomeňme, že 0-sum hry jsou speciálnı́m přı́padem her s nenulovým součtem, tzn. analytické
postupy ve hrách s nenulovým součtem mohou být použity i ve 0-sum hrách.
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Přı́klad:

Mějme hru:

1 1 8

5 2 4

7 0 0

pak jejı́ maxmin a minmax jou
m = m = 2

a tudı́ž stejné. Hra má tedy rovnovážný bod v ryzı́ch strategiı́ch.

5.6 Ekvilibrium 0-sum her ve smı́šených strategiı́ch

Smı́šenou strategii v dvouhráčových hrách s nulovým součtem jenom mı́rně modifikujeme:

Definice 31. Smı́šená strategie hráče i ve hře Γ je vektor pi = (pi1, ..., p
i
mi

), kde

1. mi = |Si|

2. ∀j ∈ {1, ...,mi} : pij ∈ 〈0, 1〉

3.
∑mi

j=1 p
i
j = 1

Definice 32. Mějme dvouhráčovou hru s nulovým součtem Γ = (Q;S1, S2;U). Smı́šeným rozšı́řenı́m

této hry nazveme hru s prostory strategiı́

Ss1 =

{
p, p = (p1, ..., pm)|

m∑
j=1

pj = 1,∀j ∈ {1, ...,m} : pj ∈ 〈0, 1〉

}

Ss2 =

{
q, q = (q1, ..., qn)|

n∑
k=1

qk = 1, ∀k ∈ {1, ..., n} : qk ∈ 〈0, 1〉

}
a výplatnı́ funkcı́ (A je matice hry)

π(p, q) =
∑m

j=1

∑n
k=1 pjU(sj, sk)qk = pAqT

Věta 7 (Minimax theorem, John von Neumann). V každé konečné 0-sum hře existuje řešenı́ ve formě

smı́šených strategiı́.

Originálnı́ zněnı́ von Neumanna v jeho historickém kontextu2 bylo:

2J. von Neumann: Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, In: Math. Annalen, vol. 100, 1928, pp. 295–320
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For every two-person, zero-sum game with finite strategies, there exists a value V and a mixed
strategy for each player, such that (a) Given player 2’s strategy, the best payoff possible for player 1
is V, and (b) Given player 1’s strategy, the best payoff possible for player 2 is -V.

Jiné zněnı́:

Věta 8. Vždy existujı́ smı́šené strategie (p∗, q∗) takové, že platı́:

π(p∗, q∗) = max
p

min
q
π(p, q) = min

q
max
p
π(p, q)

Hledáme tedy vektory p∗, q∗ takové, že platı́:

pAq∗T ≤ p∗Aq∗T ≤ p∗AqT

pro všechny p ∈ Ss1, q ∈ Ss2.

5.7 Grafické řešenı́ maticových her ve tvaru (2,n) strategiı́

Pro jednoduchost se omezı́me na hry, kde řádkový hráč má pouze dvě strategie a sloupcový jich má
neomezeně. Očekávaný zisk hráče 1 ve smı́šených strategiı́ch (p, 1− p) je při ryzı́ch strategiı́ch hráče
2 dán:

gj(p) = pa1j + (1− p)a2j j = 1, 2, ..., n

Hledáme (sloupcový hledá takové j, že gj(p) je minimálnı́):

p∗ = arg max
p∈〈0,1〉

[
min

j=1,2,...,n
gj(p)

]
Nejprve budeme hledat funkci

ϕ(p) := min
j=1,2,...,n

gj(p)

Tato funkce je konkávnı́, po částech lineárnı́ a snadno lze nalézt bod jejı́ho maxima. Hledaná cena
hry je pak:

v = ϕ(p∗) := max
p∈〈0,1〉

ϕ(p)

Nastává-li extrém v bodě p∗, kde gj(p∗) = gk(p
∗) = v pro jednoznačně určené strategie j, k, pak

složky smı́šené rovnovážné strategie hráče 2 s indexy různými od j, k jsou rovny nule. Složky, které
mohou být nenulové, zı́skáme vyřešenı́m soustavy:

a1jqj + a1kqk = v qj + qk = 1 qj ≥ 0, qk ≥ 0
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nebo

a2jqj + a2kqk = v qj + qk = 1 qj ≥ 0, qk ≥ 0

Demo výpočtu smı́šeného řešenı́ 0-sum hry

Mějme maticovou hru (
5 5/2 3

4 8 6

)

g1(p) = 5p+ 4(1− p) = p+ 4

g2(p) = 5
2
p+ 8(1− p) = −11

2
p+ 8

g3(p) = 3p+ 6(1− p) = −3p+ 6

Připomeňme, že gj(p) vyjadřuje očekávaný zisk hráče 1 pro přı́pady, kdy hráč 2 hraje strategie j.
Mı́ra výhry hráče 1 značı́ mı́ru prohry hráče 2. Hráč 2 proto bude volit takové j, že gj(p), p ∈ 〈0, 1〉
bude minimálnı́.

ϕ(p) nabývá maxima v p = 1
2
, hodnota maxima je v = 4.5.

Figure 5.2: Reakčnı́ křivky v přı́kladě [obrázek převzat z přednášek M. Hykšové]

Maximum bylo nalezeno jako průsečı́k g1(p) a g3(p), tzn. j, k = 1, 3.
Dále řešı́me soustavu rovnic (ještě nás zajı́má q):

5q1 + 3q3 = 4.5

q1 + q3 = 1
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s omezenı́mi q1 ≥ 0, q3 ≥ 0. Zı́skáváme řešenı́ q1 = 0.75, q3 = 0.25.
Řešenı́ hry je tedy smı́šený rovnovážný bod

(p∗, q∗) =

((
1

2
,
1

2

)
,

(
3

4
, 0,

1

4

))
Očekávaný užitek hráče 1 je:

π(p∗, q∗) =
1

2

3

4
5 +

1

2

1

4
3 +

1

2

3

4
4 +

1

2

1

4
6 =

=
3

8
5 +

1

8
3 +

3

8
4 +

1

8
6 =

15 + 3 + 12 + 6

8
=

36

8
= 4.5

Vı́me, že hráč hrajı́cı́ smı́šenou strategii je indiferentnı́ vůči všem svým ryzı́m strategiı́m s nenulovou
pravděpodobnostı́ jako best-response na smı́šenou strategii protivnı́ka.

Hráč 1 očekává strategii q∗ u protivnı́ka, pak je mu jedno, jakou svoji strategii zvolı́ (obě majı́
nenulovou pravděpodobnost).

π((1, 0), q∗) = 53
4

+ 31
4

= 15+3
4

= 18
4

= 41
2

π((0, 1), q∗) = 43
4

+ 61
4

= 12+6
4

= 18
4

= 41
2

Pokud hráč 2 uhne ze své strategie (3
4
, 0, 1

4
) na strategii (0, 1, 0) při předpokladu, že hráč 1 stále

hraje p∗, pak π(p∗, (0, 1, 0)) = 5
2

1
2

+ 81
2

= 5.25 a to je pro hráče 2 horšı́ výsledek (většı́ ztráta).
Ekvilibrium ve smı́šených strategiı́ch vyjadřuje optimálnı́ očekávaný zisk u obou hráčů. Pokud

hráč 2 odhalı́ smı́šenou strategii p∗ protivnı́ka, pak se rozhoduje mezi strategiemi 1 a 3, protože by
jeho očekávaný zisk při hranı́ prostřednı́ho sloupce byl 1

2

(
5
2

+ 8
)

= 5.25.

Bude-li hráč 1 hrát jinou strategii než p∗ =
(

1
2
, 1

2

)
nebo hráč 2 jinou než q∗ =

(
3
4
, 0, 1

4

)
, pak

dosáhnou horšı́ho užitku.

Logika ekvilibria: Doufáme, že hráči tuto úvahu provedou a pochopı́, že ekvilibrium pojmou za svoje
chovánı́.
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Chapter 6

Korelované ekvilibrium v nekooperativnı́ch
hrách

Korelované ekvilibrium je hernı́ koncept, který zobecňuje Nashovo ekvilibrium. Poprvé bylo defi-
nováno Robertem Aumannem (Nobel. cena, 2005) v článku ”Aumann, R. (1974) Subjectivity and

correlation in randomized strategies. Journal of Mathematical Economics 1:67-96”.
Korelované ekvilibrium (CE) je založeno na myšlence, že hráč volı́ svou strategii na základě

pozorovánı́ nějakého veřejně známého signálu (signál je common knowledge). NE předpokládá, že
hráč se rozhoduje pouze dle specifikace hry. Vedle toho, signál hráči ”napovı́” tah. Pokud hráč uvěřı́,
že všichni protihráči hrajı́ dle CE a vidı́, že by si pohoršil hranı́m jiného tahu (než je ten napovězený),
pak je profil tvořený těmito nápovědami korelované ekvilibrium. Ve hře může existovat až nekonečná
množina takových profilů. Budeme dále předpokládat racionalitu hráčů a volbu unikátnı́ho pareto
dominantnı́ho profilu.

Nečekáme, že existuje ”centrálnı́ autorita”, která by hráčům vyřešila jejich problém a navrhla jim
řešenı́. Spı́še tı́m modelujeme fakt, že hráči žijı́ ve společném informačnı́m kontextu (čtou stejné
noviny) a je jim společná (je to common knowledge) racionalita ve smyslu snahy maximalizovat
společný prospěch z volby strategického profilu. To povede také k tomu, že budeme při výpočtu
korelovaného ekvilibria maximalizovat společenský užitek (efektivitu) vybraného profilu.

6.1 Motivačnı́ přı́klad

Uvažujme hru:

a b

A 9,9 6,10

B 10,6 0,0

Hra má dvě ryzı́ Nashova ekvilibria a jedno smı́šené:
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• PNE (A, b) s daným ziskem (6, 10).

• PNE (B, a) s daným ziskem (10, 6).

• MNE ((6
7
, 1

7
), (6

7
, 1

7
)) s očekávaným ziskem (8.57, 8.57).

Přepodpokládejme, že někdo hodı́ mincı́ (padne H nebo T), což je ten avizovaný veřejně po-
zorovatelný signál. Hráči souhlası́ (a je to common-knowledge), že budou hrát:

• (A, b) v přı́padě H,

• (B, a) v přı́padě T.

Při této dohodě a s předpokladem synchrozniačnı́ho signálu je očekávaný zisk ve hře (8, 8), což
je očekávaný užitek hráčů pravděpodobnostně váhovaný 6 · 0.5 + 10 · 0.5.

Může hra skutečně takto proběhnout? Budou hráči respektovat přı́chozı́ stav signálu? Co Best-
response hráčů?

• Padne-li H, hráč 1 vı́, že hráč 2 bude hrát b (A je tedy Best-response)

• Padne-li T, hráč 1 vı́, že hráč 2 bude hrát a (B je tedy Best-response)

Očekávané zisky nynı́ mohou výt vyššı́ než v MNE (pokud např. změnı́me v (A, a) zisky na
(8, 8)).

Předpokládajme dále, že signál nemusı́ být až tak informačně úplný. Požádáme arbitra, aby hodil
kostkou (výsledek n žádný z hráčů nevidı́).

• Oznámı́me hráči 1, zda-li n padlo do {1, 2} nebo do {3, 4, 5, 6}.

• Oznámı́me hráči 2, zda-li n padlo do {1, 2, 3, 4} nebo do {5, 6}.

Dohoda je podobná, jako v předcházejı́cı́ konfiguraci, tedy:

• Hráč 1 hraje B, pokud n ∈ {1, 2} nebo A při n ∈ {3, 4, 5, 6}.

• Hráč 2 hraje a, pokud n ∈ {1, 2, 3, 4} nebo b při n ∈ {5, 6}.

Očekávaný zisk v této konfiguraci se změnı́ na (8.333, 8.333), což můžeme ověřit na BR1:

• Pokud oznámı́me hráči 1, že n ∈ {1, 2}, pak hráč vı́, že hráč 2 bude hrát a. Pak je jeho BR1

jednoznačně hrát B.

• Pokud se hráč 1 dozvı́, že hod padl do intervalu 3-6, tedy n ∈ {3, 4, 5, 6}, je situace mı́rně
složitějšı́. Hráč 2 nemá jistotu mezi hranı́m a a b, proto bude hrát (1

2
, 1

2
). Pak je BR1 hrát A.

Celkově je očekávaný zisk prvnı́ho hráče (s pravděpodobnostı́ 2
6

hra skončı́ v profilu (B, a) a s
pravděpodobnostı́ 4

6
bude sloupcový hrát smı́šeně (1

2
, 1

2
)):

π1 =
2

6
10 +

4

6
(
1

2
9 +

1

2
6) = 8.333
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6.2 Definice korelovaného ekvilibria

Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q). CE je od Nashova ekvilibria definováno odlišně v tom
smyslu, že přiřazuje každému profilu s ∈ S pravděpodobnostnı́ ohodnocenı́ π(s). Řešenı́m hry z
pohledu CE je tedy vektor π = (π(s))s∈S .

Definice 33. Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q) a vektor π = (π(s))s∈S takový, že:

1. π(s) ∈ 〈0, 1〉 ∀s ∈ S

2.
∑

s∈S π(s) = 1

Vektor π je korelovaným ekvilibriem ve hře Γ, pokud platı́ pro všechny hráče i ∈ Q a každé dvě

strategie si, di ∈ Si, di 6= si:

∑
s−i∈S−i

π(si, s−i) · (Ui(si, s−i)− Ui(di, s−i)) ≥ 0

Bylo by dobré si nynı́ rozebrat, co tato definice řı́ká o chovánı́ hráčů. Vyplyne z toho i logika
výpočtu CE v zadané hře. Množina nerovnic modeluje, co hráč rozhodně nikdy nepřipustı́ – co
neudělá. Výraz (Ui(si, s−i)−Ui(di, s−i)) vyhodnocuje změnu užitku hráče i, pokud by v sub-profilu
s−i přešel ze své strategie si na di. Tento přechod (deviace) je pochopitelně možný pouze z profilů,
kde hráč i hraje si, tedy každá nerovnice modeluje zlepšenı́/zhoršenı́ hráčova očekávaného užitku
pro jednu konkrétnı́ dvojici strategiı́ si, di. Hráč připustı́ takovou deviaci pouze v přı́padě, že v sumě∑

s−i∈S−i
π(si, s−i) · (Ui(si, s−i)−Ui(di, s−i)) ≥ 0 vede k nezápornému očekávanému zisku. Pokud

tedy tato má být platná pouze v přı́padě, že proměnné {π(si, s−i)}s−i∈S−i
jsou nulové, pak jsou tyto

pravděpodobnosti nulové globálně a tedy pro všechny hráče a celou hru.
Tato sada nerovnic konstruuje v pravděpodobnostnı́m prostoru dimenze |S| konvexnı́ mnohoúhelnı́k

(angl. polytope), něco jako vyjednávacı́ prostor, kde všechny body tohoto prostoru jsou pro hráče
přı́pustné a dosažitelné (feasible) a hledáme jejich racionálnı́ bod dohody (pareto efektivnı́), tedy opět
někde na ohraničenı́ této množiny. Hledánı́ pareto optimálnı́ho korelovaného ekvilibria je LP-úloha
maximalizujı́cı́ společný užitek.

Korelované ekvilibrium je zobecněnı́m MNE, tedy každé MNE je CE, ale naopak to neplatı́. Vztah
MNE a CE dokumentuje následujı́cı́ věta (jejı́ důkaz je dostupný na stránkách THE):

Věta 9. Je-li σ∗ MNE, pak π =
(
ΠN
i=1σ

∗(si)
)
s∈S je korelované ekvilibrium.

Korelované ekvilibrium je z nepochopitelných důvodů na okraji zájmů hernı́ch teoretiků, i přesto,
že je sympatické z mnoha důvodů:

• CE je nadmnožina MNE, tzn. všechny MNE jsou současně CE. Plyne z toho, že CE vždy

existuje. Nash dokázal, že MNE vždy existuje, proto vždy existuje CE.
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• Christos Papadimitriou dokázal (článek ”Computing correlated equilibria in multi-player games”,
In: 37th ACM Symposium on Theory of computing), že výpočet CE je v polynomické časové
složitostnı́ třı́dě, což je značný posuv od obecně exponenciálnı́ složitosti výpočtu smı́šeného
Nashova ekvilibria. Připomeňme, že pro výpočet MNE ve vı́ce-hráčových hrách prakticky ne-
existuje algoritmus jejich výpočtu (natož pak nějakého efektivnı́ho výpočtu).

• Martin Hrubý navrhl algoritmus efektivnı́ho výpočtu CE se zapojenı́m paralelismu (článek ”Al-
gorithmic Approaches to Game-Theoretical Modeling and Simulation, In: AUCO Czech Eco-
momic Review, on-line: auco.cuni.cz). Tento algoritmus je obvzlášť efektivnı́ při současné
potřebě vyčı́slovat užitky U(s) v profilech s nějakým dalšı́m modelem.

• Existuje efektivnı́ nástroj výpočtu CE pod názvem CE-Solver1 autorů S. Žı́dka a M. Hrubého.

• Výpočet CE je založen na lineárnı́m programovánı́. Algoritmus jeho výpočtu je jednoduchý,
jednoznačný a bez výjimek. Algoritmus neodlišuje mezi dvouhráčovou a vı́ce-hráčovou hrou.

6.3 Výpočet CE obecně (LP-úloha)

Množina korelovaných ekvilibriı́ pro zadanou hru je obecně nekonečná (je to podprostor vymezený
nerovnicemi z definice CE). Budeme z této množiny vybı́rat unikátnı́ Pareto efektivnı́ profil, který má
CE vlastnost. To znamená, že maximalizujeme souhrnný užitek Z(s) v CE profilu Z:

MAX : Z =
∑
s∈S

π(s)Z(s)

Z(s) =
∑
i∈Q

wi · Ui(s)

Teoreticky můžeme vliv hráčů váhovat nějak vhodně zvolenými koeficienty wi, ale pokud hráči
nejsou silně nesymetričtı́, nebudou mı́t tyto koeficienty valný vliv na volbu profilu. Proměnné v této
LP-úloze budou pravděpodobnosti jednotlivých profilů hry:

π(s) ∈ 〈0, 1〉 ;∀s ∈ S

Omezujı́cı́ podmı́nky (constraints) jsou dány principem pravděpodobnostnı́ho charakteru CE:

∑
s∈S

π(s) = 1

A dalšı́ omezenı́ jsou dány maticı́ užitků (obecně):

1Dostupný na http://perchta.fit.vutbr.cz/CE-Solver/
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G · πT ≥ 0

Matice G je definována takto:

• Řádky matice G jsou indexovány i, j, k, kde i ∈ Q, j, k ∈ Si. Matice G Má tudı́ž
∑N

i=1 |Si| ·
(|Si| − 1) řádků.

• Sloupce jsou indexovány strategickými profily, je tudı́ž S sloupců v matici.

• Prvek matice Gi,j,k v profilu s ∈ S je dán:

Gi,j,k(s) =

Ui(j, s−i)− Ui(k, s−i) si = j

0 jinak

Řešı́me LP-úlohu s proměnnými π(s) a omezujı́cı́mi podmı́nkami (
∑

s∈S π(s) = 1, G · πT ≥ 0).
Maximalizujeme Z. Výsledkem je naplněnı́ proměnných π(s) pravděpodobnostmi profilů. Důležité

je si uvědomit, že tento postup výpočtu vyhodnocuje jedno Pareto efektivnı́ CE. Nenı́ tudı́ž pravda, že
existuje pouze jedno CE a to je jednoznačnou odpovědı́ na otázku ”co hráči udělajı́?”.

Tento algoritmus nijak nenı́ omezen počtem hráčů nebo jejich strategiı́ – pouze výslednou časovou
a paměťovou složitostı́.

Demonstračnı́ přı́klad výpočtu CE

Mějme zadanou hru:

A/B c d

a 10,2 8,4

b 5,4 7,3

Jejı́ profily jsou

S = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, d)}

G-matice (řádky modelujı́ možné deviace hráčů, sloupce jsou všechny profily ve hře):

j → k/s ac ad bc bd

a→ b 5 1

b→ a −5 −1

c→ d −2 1

d→ c 2 −1
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Maximalizace Z =
∑

s∈S π(s)Z(s). Systém nerovnic G · πT ≥ 0 je následujı́cı́:

5π(ac) + π(ad) ≥ 0

−5π(bc)− π(bd) ≥ 0

−2π(ac) + π(bc) ≥ 0

2π(ad)− π(bd) ≥ 0

Druhá nerovnice jasně vede k π(bc) = π(bd) = 0. Z toho plyne: −2π(ac) + 0 · π(bc) ≥ 0 platı́
pouze pro π(ac) = 0.

Zbývá π(ad) ≥ 0 ∧
∑
π(s) = 1, tzn. π(ad) = 1. CE v této hře je tedy vektor (0, 1, 0, 0).

Monohoúhelnı́k v pravděpodobnostnı́m prostoru řešenı́ je tedy pouze singleton obsahujı́cı́ bod (0, 1, 0, 0).
Hra má tedy unikátnı́ CE, které je současně unikátnı́ PNE.

6.4 Princip CE obecně – analytický efekt G-matice

Množina nerovnic G · πT ≥ 0 modeluje hráčovy tendence přecházet mezi strategiemi. Pokud je
řádek Gi,j,k(s) celý záporný (resp. Gi,j,k(s) ≤ 0; ∀s ∈ S a současně ∃s ∈ S : Gi,j,k(s) < 0), pak
strategie k striktně dominuje nad j (přechodem z j na k se zhoršı́ hráčův užitek). Pokud je řádek
nulový, pak jsou strategie ekvivalentnı́. Takový řádek může být z LP-constraints vypuštěn, neboť
nemá žádný efekt. Pokud existujı́ kladné i záporné koeficienty Gi,j,k(s), pak nelze nic o strategiı́ch
j, k řı́ct. Pokud existujı́ pouze kladné a nulové koeficienty, pak strategie j slabě dominuje nad k (nelze
řı́ct, že dominuje striktně).

Matice G zde vystupuje jako zajı́mavý analytický nástroj s velmi jednoduchou datovou strukturou.
V následujı́cı́m algoritmu této vlastnosti využijeme pro iterativnı́ eliminaci dominovaných strategiı́.

6.5 Optimalizovaný výpočet CE ve hře (Hrubý, 2008)

Tento algoritmus byl vyvinut pro výpočet CE ve vı́cehráčových hrách s mnoha strategiemi. Pub-
likován byl ve formě volně šı́řitelného nástroje pojmenovaného CE-Solver. Nástroj lze využı́t pro
výpočet CE v zadané hře nebo přinejmenšı́m k redukci prostoru profilů hry na menšı́ hru (vede pak
na menšı́ LP-úlohu). Specificky je nástroj výhodný v těch situacı́ch, kdy užitky hráčů v profilu s
nejsou předem známy (jak to obvykle popisujeme tou maticı́ užitků), ale je nutno je na požádánı́
vypočı́tat nějakou funkcı́, zde referovanou jako cellModel(s). Pokud výpočet této funkce nenı́ z
hlediska časové náročnost algoritmu triviálnı́, je nutno se zamyslet nad počtem volánı́ cellModel,
které musı́me pro dokončenı́ výpočtu CE absolvovat.

Mějme hru Γ = (Q; {Si}i∈Q; {Ui}i∈Q) a počı́tačový model (proceduru) cellModel : S → RN pro
výpočet užitků U(s) := cellModel(s). Předpokládejme, že výpočet cellModel(s) je hlavnı́ časovou
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zátěžı́ na výpočet. Chceme omezit počet invokacı́ cellModel na minimum, tzn. hledáme minimálnı́
Sr ⊆ S potřebnou pro vyhodnocenı́ CE. Sestavujeme redukovanou hru, tzn. redukovanou Sr ⊆ S.

6.5.1 Redukce G-matice v našem přı́kladě

Postup redukce je popsán na obrázku 6.1.

ac ad bc bd
a→ b 5 1
b→ a −5 −1
c→ d −2 1
d→ c 2 −1

Řádek b→ a je celý záporný, tudı́ž strategie b je striktně dominovaná strategiı́ a. Dalšı́ výpočty v
profilech bc a bd již nebudou vyžadovány.

ab ad
a→ b 5 1

c→ d −2
d→ c 2

V tomto kontextu redukce hry vypadává řádek c→ d a s nı́m i profil ab.

ad
a→ b 1

d→ c 2
Zbývá pouze profil ad a tı́m i eliminace končı́ s vyhodnoceným ekvilibriem (dle předchozı́ch

poznatků je ekvilibrium neeliminovatelné při eliminaci striktně dominovaných strategiı́).

Figure 6.1: Iterativnı́ eliminace dominovaných strategiı́ v přı́kladu CE-Solveru

55



Bibliography

[1] Nash, J.: Non-cooperative Games, Annals op Mathematics Vol. 54, No. 2, 1951

[2] von Neumann, J., Morgenstern, O.: Theory of Games and Economic Behavior, 1944

56


