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Chapter 1
Vyjednavani

V dosavadnim textu jsme se zabyvali situacemi, kdy hraci spolu nesmi nebo nechtéji komunikovat,
aby se domluvili na konkrétnim profilu.

Pro¢ by vlatné méli hraci provadét pokusy o dohodu profilu? Ve Véziové dilematu je zjevné,
Ze by se hra¢i mohli dohodnout na spolecné strategii nevypovidat a dosdhnout tak evidentné lepSiho
uzitku neZ pfi nekooperativni hie. Nabizi se ovSem tvaha, jak by dohoda dopadla, kdyby se opét
rozesli do svych cel a pak byli postaveni pfed rozhodnuti izolované. Jejich dohoda by byla postavena
na vite, ze Zadny nezradi. TéZko uvéfit, Ze by vézni dostali svého slibu.

Proto predpoklddejme, Ze dohoda o profilu musi byt pro hrae zdvaznid. Musi existovat néjaky
arbitr, ktery udé€li tak vysokou pokutu zradci, Ze se zrada raciondlné vzato nevyplati. Nemulzeme
divérovat sliblim, protoze stdle predpokladame ryzi individualni racionalitu hraca.

Ve strategickych interakcich miiZze dojit k situaci nekooperativni hry, kterd ma sice svoje neko-
operativni nashovo ekvilibrium, ale pfesto hraci vidi mozZnost efektivnéjsiho vysledku hry, pokud se
dohodnou na jiném profilu. Proces hleddni dohody se nazyva vyjedndvani (angl. bargaining).

Vyjednévaci ulohy maji v literatufe vice moznych feSeni. Jedno z nejznamnéjSich je feSeni Johna
Nashe z roku 1950 (odkaz) znamé pod Nash bargaining solution. Nash sviij pfistup k vyjedndvani
postavil na ¢tyfech axiomech. Ukéazal pak, Ze pokud Ize splnit tyto axiomy (podminky), pak m4 tloha

pravé jedno optimélni feSeni — Nash bargaining solution.

1.1 Zakladni vyjednavaci uloha

Predpokladejme dva hrac¢e A a B. Hraci maji za kol navrhnout rozdé€leni fixni ¢astky X mezi sebe
tak, ze v4 + v < X, kde x4 je podil pro hrace A a obdobné xp je podil pro hrice B. Pokud se
dohoda nepovede, hraci budou vyplaceni nekooperativnim uZitkem c4, cg, kde 1ze pfedpokladat, Ze
¢; << X/2. Konecné predpokladame, Ze hraci maji obecné odlisny uzitek w;(z;) z pridélené Castky

ZT;.



Problém pro vyjedndvani je stanoveni rozdéleni (x%, x73;) takové, Ze s nim oba hraci budou souh-
lasit.
Zatim bez teoretickych znalosti Nashova feseni pouze pfevezmeme Nashiv vysledny vzorec, kde

Nash tvrdi, Ze optimélni dohody 1ze dosdhnout maximalizaci funkce:

g(ua,up) = (ua —ca) - (up — cp)

V piipadé¢ nasi zakladni dlohy to znamena:

UA(Z’A) =TA
up(zp) =X —x4
rat+arp <X

Tedy,

9(-) = (xa—ca) (X — x4 —cB)

Pokud poloZzime X = 100, c4 = ¢ = 0, pak obdrzime:

9(-) =z - (100 — z4)

Funkce g md extrém v bodé ¢'(z4) = 0, tzn.

g = [100z4 — 23] = 100 — 2z 4
g =0=100— 2z 4

ndm davé extrém v bod€ x4 = 50, tedy rozdéleni (z%, a};) = (50, 50).
Tento vysledek neni moZn4 pro &tendie prekvapujici, nebot uZitkové funkce hra¢d jsou symet-
rické a tudizZ rozdéleni musi nutné vést k rovnomérnému rozdéleni. V dal$im piikladé uvidime vliv

nesymetrickych funkci uZitku.

Zakladni vyjednavaci uloha s nesymetrickou funkci uzitku hraca

Predpokladejme, Ze hra¢ A je znacné citlivy na riziko a proto jeho uZitek z podilu neroste linearné s
vysi podilu. Podle vztahu k riziku rozliSujeme hrice (vztah zisk—uzitek, ptiklady uzitkovych funkci):
e Neutrdlni k riziku (Risk-neutral): u(x) = z.
e Citlivy k riziku (Risk-averse): u(z) = /.
2

e Vyhleddvajici riziok (Risk-seeking): u(x) = x*.
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Hra¢ A ma tedy svou uzitkovou funkci nasledujici (druhy hra¢ ztstava neutralni k riziku):

UA(JJA) = \/TA
uB(xB) = TB — 100 — T A

Nyni je optimalizovand funkce v tomto tvaru:

9(xa) = (Va) - (100 — z4)

100 — z 4
l_—_ ovam
2\/Ty A

tedy rozd&lent, se kterym oba souhlasi je (132, 2 - 13°). Je vidét,

9

100
3 b

7Ze hrac citlivy k riziku souhlasi s mensim podilem. V redlné situaci by proto nejspis tento hrac¢ svij

ata ma extrém v bod€ x4 =

postoj rad pred protihd¢em utajil.

1.2 Definice vyjednavaci tlohy

V tomto odstavci formdlné zavedeme vyjedndvaci ulohu. Tato definice je univerzélni pro vSechny

problémy tohoto druhu bez ohledu na volbu konkrétniho vyjedndvaciho feSeni.
Definice 1. Vyjedndvaci iiloha je definovdna jako dvojice (£, ¢), kde
e () je tak zvand vyjedndvaci mnoZina, tedy mnoZina v§ech dosaZitelnych dvojic uZitkii (ua, ug).

o ¢ = (ca,cp) je nekooperativni vysledek hry v pFipadé nedosaZeni hodnoty (angl. disagreement

value).

Na obrazku 1.1 je vidét priklad vyjednavaci mnoZiny. Obrazek vymezuje prostor vSech dosazitelnych
uzitkl pro hra¢e A a B, a souCasné ukazuje jejich nekooperativni vysledek. Hraci zfejmé povedou
vyjednavani v té ¢asti mnoziny, kde dosahuji lepSich uzitkli nez té€ch nekooperativnich a navic tim
zcela vyCerpaji dosazitelné rozdélitelné maximum (dané zde ohrani¢enim vyjedndvaci mnozZiny).

Vsechny vyjednévaci situace tohoto typu lze oznacit symbolem Y. Vyjedndvaci feSeni oznaime
pfifazenim I : ¥ — R? a symbolem F; budeme rozumét uZitek hra¢e 7. V tomto vyjadfeni ndm zdpis

F(£, ¢) oznacuje vysledek zadané hry.

1.3 Axiomaticka stavba Nashova vyjednavaciho resSeni

John Nash vyslovil ve svém &lanku! &tyii axiomy vyjednavani a dokézal, Ze existuje pouze jedna

funkce (jedno feSeni), kterd spliluje tyto axiomy. Projdeme si tyto axiomy a v zavéru predvedeme

Nash, J. (1950). The Bargaining Problem. Econometrica 18 (2)
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Figure 1.1: Vyjednavaci mnoZina ve hie dvou hrach [obrazek prevzat s pfednasek M. HykSové]

Nashitv theorém o Nashové vyjedndvacim feseni (bez diikazu). Podotknéme, Ze pochopitelné na

vyjedndvani existuje vice nazoru a feseni.

Nezavislost na linearnich transformacich uzitkovych funkci

Axiom 1. Nechf u; = au; + B; a ¢, = a;e; + Bi, a; > 0. & je odvozeno od Q). Pak Fi(QV,c) =
a; F;(Q,¢)+ Biproi € {A, B}.

Predpokladame tedy, Ze afinni transformace uZitkovych funkei a nekooperativnich uzitkt neovlivni
vyjednavaci proces. Vime, Ze dosdhneme ekvivalentni hry, kterd vykazuje stejné strategické charak-

teristiky (dominance, BR, ekvilibria).

Pareto efektivita reseni

Axiom 2. Je-li F(X) = (ua,up), pak neexistuje jiny vysledek (u'y,u'y) € Q takovy, Ze u; > wu; pro

v 7 z v . v v ! . .
nékterého hrdce i a soucasné uj; > u; pro j # i.

Tento axiom piedpoklada klasickou Pareto efektivitu, tzn. pokud hraci dojdou dohody (ua, up),
pak neexistuje jiné rozdéleni (bargaining solution), ve kterém by alespoi jeden hrac byl s vysledkem
striktné lepsi a zbytek hracu prinejmensim na stejné dobrém vysledku.

V rdmci vyjedndvaci mnoziny existuji vysledky (u'y,u’z) € €, kdy u; > wu; plati pro nékterého
hréce i a soucasné u;; < u; pro j # i. Tyto vSak nezkoumdme jako pfijatelné.

Z axiomu pfedevS§im plyne, Ze budeme zkoumat ohranieni vyjedndvaci mnozZiny, které tvori

mnozinu Pareto efektivnich profild.

Vlic symetrie uzitkovych funkci na vysledek

Axiom 3. Pfipusime c, = cp a predpoklddejme, Ze (ua,up) € S pravé tehdy pokud (up,u4) € S
Pak Fa(Q,¢c) = Fp(Q,¢).



Maji-li hraci stejné vstupni podminky a jsou-li jejich uzitky dostupné i jejich protivnikiim, pak
musi dojit k rovnému rozdéleni X. Symetrie zavadi formu spravedlnosti mezi hraci. Zdtiraznéme, Ze
symetrii nenarusi jenom rozdilnost uzitkovych funkci, ale i nesymetrie nekooperativnich vysledkd.
Logicky, pokud jeden hra¢ pii nedohodé¢ ziskd vice nez druhy, pak je jeho pocéitecni vyjedndvaci

situace lepsi neZ u protihrace.

Nezavislost na irelevantnich alternativach

Nezavislost na irelevantnich alternativiach (angl. Independence of Irrelevant Alternatives) je obecny,

velmi dileZzity predpoklad ve vSech Castech teorie her, kde se ocekava zkoumani preferenci.

Axiom 4. Mé&jme dvé vyjedndvaci situace (§2,¢) a (S, c) takové, Ze Q' C Q a F(Q,c) C Q. Pak
F(Q,¢) = F(Q,¢).

Midme vyjedndvaci oblast 2 a jeji feSeni F'(2,c¢). Pokud by se hypoteticky mélo vyjedndvani
omezit na podmnozinu €' C ) a soucasné by feSeni ptivodniho problému F'(£2, ¢) zlstavélo prvkem
(Y, pak v problému €2’ neni mozné dojit k jinému feseni nez F'(€2, ¢).

Prostor €2 \ €2 tvofi irelevantni alternativy, jejichZ pfitomnost nebo nepfitomnost ve vyjedndvaci

mnoZziné nesmi mit vliv na vysledek vyjedndvani.

Po formulaci ¢tyfech vstupnich predpokladii na nich J. Nash formuloval nésledujici theorém.

Véta 5. Vyjedndvact reseni F' : ¥, — R? napliiuje axiomy 1-4 prdvé tehdy, pokud je to Nashovo
vyjedndvaci Fesent.
Pro doplnéni toho podstatného detailu, co je to vlastné to Nashovo vyjedndvaci feSeni (Nash

bargaining solution) formulujme vétu jinak:

Véta 6. Existuje pouze jedna funkce F : ¥ — R? modelujici Nashovo vyjedndvaci resent. Je defi-

novdna jako F(Q,c) = (u'y, u%), kde

(uly,up) = a'r’ggzzx{(uA —ca)(ugp —cp) | (ua,ug) € QANug > ca,up > cg}
yuB



Chapter 2

Kooperativni hry s prenositelnym uzitkem

2.1 Uvod

Kooperativni hry navazuji na vyjednavanim v tom sméru, Ze tématem vyjednavani je utvoreni koalic
a pripadné prerozdé€leni zisku koalice. Na prvni pohled se bude zdat, Ze v kooperativnich hrach neni
patrny zajem jedince, jeho strategie a pripadny zisk. Tyto pojmy se vyjasni v pribéhu nasledujiciho
textu.

Jako obvykle, budeme zkoumat mnozinu hrac¢a ) obsahujici N hract. Hrac¢i mohou vyjednavat
o utvoreni koalic, kde koalici K rozumime neprazdnou podmnozinu mnoziny hrac¢i. Pokud tedy
neuvazujeme prazdnou koalici, 1ze z N hraci utvorit celkem 2V — 1 koalic. Koalici tvofenou viemi
hraci budeme nazyvat velkou koalici.

Zacneme definici kooperativni hry dané charakteristickou funkci:

Definice 2. Kooperativni hra ve tvaru charakteristické funkce je ddna mnoZinou hrdcii
Q={1,2,..,N}

a redlnou funkci
v:2¢9 >R

takovou, Ze v(()) = 0.

Charakteristickou funkci budeme oznacovat celou hru. Hodnoty v(C @) udévaji silu jednotlivych
moZnych koalic. Abychom 1épe vyjadfili nasledujici definice a véty, zavedeme mnoZinu G viech
N-hragovych kooperativnich her, 1épe fe¢eno mnoZzinu viech moZnych funkci v : 22 — R. Konkrétni
hru pak budeme vybirat z této mnoZiny, tedy budeme psit v € GV.

Hréaci dohodnou utvoteni koalic a koalice jsou vyplaceny dle charakteristické funkce. Charakteri-
stické funkce ovSem neurcuji, kolik maji dostat vyplaceno jednotlivi hraci a vznika tedy dalSi problém

k vyjedndvani a tim je prerozdéleni zisku.



Teorie kooperativnich her je pomérné velmi rozsahla. Zajemce o podrobné&jsi definice mtiZe pros-

tudovat obséhlejsi prace'. My se zam&fime zkrdcen& na tyto jeji podstatné ¢asti:

e Vyjadfeni individudlniho zisku hraci ve hie a tudiZ i individudlni racionality hracd — povede to

k definici pojmu imputace.

e Koncepty feSeni kooperativnich situaci a tedy vlastné formy ekvilibrii — zavedeme pojmy jadro

hry, Shapleyho hodnota a nukleolus.

e Vazba nekooperativnich a kooperativnich her.
Pfedné si uvédomime, Ze nds piili§ nezajimaji tak zvané nepodstatné hry:

Definice 3. Hra v € GV se nazyvd nepodstatnd, pokud plati:

(@) = v({i})

1€Q
Pokud hra neni nepodstatnd, pak se nazyvd podstatnd.

V nepodstatné hie spojenim dvou jednotlivct 7 a 5 vznikne koalice, kterd ma hodnotu sumy hod-
noty v({i}) av({j}). V takové hfe nema smysl tvofit koalice, protoze nepfinaseji Zddnou pfidanou
hodnotu.

Podobné vyzniva definice aditivni hry:

Definice 4. Hra v € GV se nazyvd aditivni, pokud plati:

v(SUT) =v(S)+v(T)

provSechny S, T C Q, kde SNT =)

2.2 Vyjadreni individualniho zisku v kooperativnich hrach

Predstavme si kooperativni hru tfech hraca @@ = {A, B, C'}, jejiz charakteristickd funkce je ddna
v(0) = 0,v(A) = v(B) =v(C) = 1,v({A, B} = v({A,C}) = v({B,C}) = 5,v(Q) = 100. Hrai
by zfejmé svolili k utvoteni velké koalice, jejiZz vyplata by byla 100, ale co by dé€lali s obdrZzenym
ziskem? MiZzeme doufat, Ze by si ho rovhomérné rozdélili.

Co ovsem udélaji v situaci, kdy v(C') = 50? Hrac C' se zacastni velké koalice pouze tehdy, pokud
mu poskytne zisk lepsi nez pfi jeho nekooperaci. Predpoklddejme, Ze se hraci sejdou a dohodnou
rozdéleni zisku (25, 25, 50) nebo jesté jist&jsi (24,24, 52). Vidime, Ze vytvoreni koalice je spojeno s

vyjednavanim o rozdéleni budouciho zisku.

'Pelef, Sudholter: Introduction to the Theory of Cooperative Games
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Pro vyjddieni rozdéleni zisku si zavedeme vektory a € RY (tak zvané vyplatni vektory). Pod

zapisem a(S), kde S C () budeme rozumét

a(S) = Z a;

i€s
Lze tusit, Ze pracujeme se spojitymi tlohami a Ze tudiZ prostor pro vyjednavani o rozdé€leni in-
dividudlniho zisku bude potencidlné nekonecny. Ziejmé budeme pracovat s prostorem vyplatnich

vektord X**(v) takovych, zZe

X*() = {a € RN|a(Q) < v(Q)}

Prostor X**(v) budeme nazyvat prostorem dosaZitelnych ziskii (feasible payoffs). Hraci si prosté
nemohou rozdélit vic, neZ je hodnota velké koalice (lidové fe€eno prosté vic penéz k rozdéleni ne-
maji). Je to oviem pouze prvni pfibliZzeni k hleddni racionédlniho vyjedndvaciho prostoru, nebot v
X**(v) existuji takové vyplatni vektory a, Ze a(Q)) < v(Q), coz znamend, Ze by velka koalice tratila
rozdil mezi v(Q) a a(Q), nebot

a:v(Q)—Zai>0

ieQ

Prostor dosazitelnych ziskil proto omezime zdola na prostor efektivnich ziskii:

X*(v) = {a € X7 (v)]a(Q) = v(Q)}

Prostor X*(v) vyjadfuje kolektivni racionalitu koalic, které neuvazuji vyplatni vektory, které jim

vvvvv

piedev§im individudln{ racionalita jedince. Vyplatni vektor a € X*(v) je individudiné raciondlni,

pokud pro vSechny i € () plati, Ze:

a; > v({i})
Dostavame se k definici pojmu imputace.

Definice 5. Vyplatni vektor a € RY je imputaci ve hie v € GV, pokud je efektivni a soucasné
yp J P

individudlné raciondlni, t.j.:
o ZieQ a; = U(Q)
e a; > v({i}) provSechnyi € Q

Prostor viech imputaci hry v € G% budeme oznaCovat X (v). Je ziejmé, ze X (v) bude prazdny
pouze tehdy, pokud v(Q) < >, v({i}). Déle bude bude X (v) jednoprvkovy v aditivn{ hte (nepod-

statné hie) a tim jedinnym prvkem bude

10



2.3 ReSeni kooperativnich her

Budeme se nyni zabyvat hledanim racionalniho podprostoru imputaci, ktery muze vést k modelu
rozhodnuti hraci o utvoreni velké koalice a rozdéleni zisku. Budeme hledat formu ekvilibria v ko-
operativnich hrach. Definic vyjadiujicich kooperativni ekvilibrium je vice, proto je budeme obecné
oznacovat jako ndvrhy fesent hry (solution concepts).

Zékladni formou feSeni hry je jadro hry.

Definice 6. Jddro C(v) hry v € G? je tvoreno mnoZinou imputact

Cv) = {a € X(v)| Zai > (S); VS €29\ @}
i€Q
Jadro hry je tedy tvofeno mnozinou imputaci, kde Zadna koalice S nema divod se rozloZit a
utvorit jinou koalici nez velkou koalici. Jadro tvofi mnoZinu akceptovatelnych stabilnich feSeni ve
hie, mizeme tedy fict ekvilibrii. Je to vSak velmi obecné fesenti, které je obecné nekonecné. Nejlépe
ho lze vyjadfit mnoZinou linedrnich nerovnic.
Jadro hry lze téZ vyjadfit formou preferenci hracd nad imputacemi. Zavedeme proto pojem dom-

inance nad imputacemi.

Definice 7. Nechi v € G©, S je koalice a a,b jsou imputace. Rekneme, Ze a dominuje nad b pro
koalici S, pokud.:

e a; > b; provsechnyi € S

d Zz’es a; < U(S)

Imputace musi byt jaksi shora omezena (Zie @i < v(K)). Preferenci budeme znacit a >g b.

Miizeme nasledné definovat jadro hry pomoci dominance nad imputacemi.

Definice 8. Nechi v € GC. Jddro hry v je tvoieno viemi imputacemi, které nejsou dominovdny

Zddnou jinou imputact pro jakoukoliv koalici.

Je-li tedy imputace a v jadru hry v, pak Zadna koalice ve hie nem4 tendenci koalici zruSit a nahradit
imputaci a jinou imputaci.

V dal$im textu se budeme dale zabyvat racionalitou jedince, ktery bude chtit vyc¢islit svou hodnotu
pro koalici, jiZ je ¢lenem. Jedinec ¢ bude je samoziejmé schopen odvodit rozdil mezi hodnotou koalice
s jeho pfitomnosti a bez jeho pritomnosti.

Takovy jedinec chape:
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e Svou vlastni hodnotu ve hie v({i}) a tim i pfipadny svtij individualni zisk, pokud by nekooper-

oval.

/////

Hrac ¢ ovSem chce znét svou pridanou hodnotu pro vSechny koalice. Hled4 formu statistiky, ktera
by mu ji jasné vycislila a dokonce tak, aby jeho nazor o celkové jeho pridané hodnoté pro hru byl

akceptovan i ostatnimi hraci.

2.4 Shapleyho hodnota ve hie (Shapley value)

Jak jiz bylo feceno, zkoumdme vliv neucasti hrace v koalici §(7, S) = v(S) — v(S \ {i}), tedy jeho
nepopiratelny piinos pro koalici. Pokud by koalice S méla byt utvoiena, je jisté, Ze hra¢ ¢ by mél
ndrok pozadovat §(7, S). M4 to pro né&j pochopitelné vyznam pouze tehdy, pokud 6(i, S) > v({i}).

S pojmem koalice S nyni budeme pracovat obecné. NefeSime jednu konkrétni koalici (pfinos
hrace 7 pro konrétni koalici jsme si jiz odvodili). Koalici S budeme sestavovat ze vSech zbylych
hraca @ \ {i} a pozadovanou statistiku (Shapleyho hodnotu) budeme budovat postupné. Zacneme u

piedpokladu vsech koalic S takovych, Ze | S| = k. Pak koalice S\ {i} md k — 1 ¢lent a lze vytvofit

(N—l) (N —1)! . (N=1)

k—1) (k—D(N—1—(k—1)) (k—DI(N—k)

zplsoby ze vSech zbylych hra¢a @ \ {i}*. Zkoumame stiedni hodnotu pfinosu hrace i do viech
moznych k-Clennych koalic.

Pfinos hrace ¢ do vSech k-Clennych koalic je dan:

SO v() —(ﬂf)\ {i})
SCQ,k=|S|ieS k—1

Je vidét, Ze h;(k) je obyCejny aritmeticky pramér (suma vSech pfinost do vSech utvofitelnych

koalic délena poétem utvofitelnych koalic). Vyraz h;(k) déale upravime na

(k— 1IN —E)! .
hi(k) = — (v(9) =v(S\{i}))
-
SCQ.k=|S|ieS
Kdyz budeme iterovat pfes vSechny velikosti mozné koalice, pak pro vSechny mozné koalice dale

obdrZime celkovou statistiku pfinosu hrace ¢ do hry:

=y M s VIS ) - uis i) e
k=1 SCQ,ieS '

2Snad je to jasné, ale mluvime o kombinacich bez opakovani
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Definice 9. Mé&jme v € G®. Shapleyho vektor této hry je definovdn jako vektor

H - (Hl, HQ, ceey HN)

jehoZ kazdd i-td sloZka H; je ddna vztahem 2.1. SloZka H; se nazyvd Shapleyho hodnota pro hrdce

Z definice Shapleyho hodnoty je patrné, Ze vZdy existuje (v definiénim oboru funkce H; : G9 —

R neni Zddna hodnota, pro kterou by funkce neméla byt definovana).
Véta 7. Méjme hruv € G. Shapleyho vektor hry v je imputact ve hie v.

Proof. Dikaz (ovéfeni individudlni a kolektivni racionality) jako domaci cvicent. 0

Priklad

M¢éjme hru zadanou nasledujici hodnotici funkci:

SO {23 [ 83 [ {12} | {13} | {23} | {1,2,3} | v(0)
o(S) | 100 | 10 | 0 | 150 | 110 | 20 200 | 0

hi(1) =100  ho(1) =10 hs(1) =0
h1(2) _ 140;—110 h2(2) — 50—520 hs(Q) — 0—5
hi(3) = 180 hy(3) =90  hs(3) =50

10

Hrac 1 se muze zapojit do dvou dvoudlennych koalic ({1, 2}, {1, 3}). Dle Shapleyho je jeho piinos

pro dvouclenné koalice ddn

S(0({1,3) = u({3) + 5 (0({1,2)) — v({2})) = 5 (110~ 0) + 1 (150 — 10)

Celkem tedy H, = w =135, Hy = 45, H3 = 20.
Shapleyho vektor pro zadanou hru je H = (135, 45, 20).

Vlastnosti Shapleyho hodnoty

Shapleyho hodnota mé nésledujici vlastnosti:

e Individudlni racionalita: H; > v({i}) pro vSechny i € (). Shapleyho hodnota vy¢&isluje im-

putaci, ktera je ptijatelnd pro kazdého jednotlivého hrace.

e Efektivita: ) . co i = v(Q). Shapleyho hodnota rozdéluje celou hodnotu velké koalice.
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e Symetrie: pro kazdé dva hrace ¢, j € @, pro které plati v(K U {i}) = v(K U {j}) pro vSechny
K CQ,i¢ K,j¢ K, je H, = H;. Pokud existuji dva hraci i, j € () takovi, Ze do libovolné

koalice pfinaseji stejny potencidl, pak jsou ocenéni stejnou hodnotou.

e Aditivita: pokud kombinujeme dvé hry v a w stejné struktury (se stejnymi hraci), pak plati, ze

H;(v)+H;(w) = H;(v+w). Je to patrné z linearity Shapleyho funkce (je to linedrni zobrazen).

e Nulovy hra¢ nebere nic: pokud existuje hrac i takovy, ze v(K U {i}) = v(K),VK C Q,i ¢ K,
pak je H; = 0.

Co je ovSem na Shapleyho hodnoté nejvic duilezité je jeji unikatnost. Pfipomenme, Ze hledame
ekvilibrium v kooperativnich hrach. V predchozich kapitoldch jsme definovali mnoZinu imputaci a
jadro hry, tedy podmnoZinu imputaci, ve které kazdy vysledek je pro hrace stabilni a tim i ekvilibriem.
Jadro ma ovSem potencialné nekonecné mnoho prvki a pouze ukazuje vyjednavaci mnoZzinu, ktera je
efektivni a individudlné raciondlni. Shapley svou statistikou H ukazal néco na zptisob maxima na této

mnozin€.

2.5 Priklady kooperativnich her

Uvedeme si nékolik zakladnich tfid kooperativnich her a jejich typické feseni.

Séf a zaméstnanci

Nésledujici ptiklad ukaZe vliv jednoho konkrétniho hrace (Séfa) na moznosti utvoreni koalic a tedy
proveditelnost kooperativni hry.

Predpokladejme situaci $éfa o a zaméstancl wy, wo, ..., wg. Celkové je tedy ve hie N = 1 + k
hra¢d a mnoZzina hraca je @ = {o, wy, wo, ..., W }.

Otéazkou vyjedndvani je projekt, ktery nutné ztroskota bez Gicasti $éfa, coz v feci hodnotici funkce

znamena

v(S)=0,VK C S,0¢ K

Séf se bez zaméstnanct neobejde, proto taktéz v({o}) = 0. Kazdy zaméstnanec ma piinos dany
svym pracovnim vykonem ohodnotitelnym &islem p, coz znadi, ze koalice .S tvofend $éfem a |.S| — 1

zameéstnanci ma hodnotu

v(S) = (5=1)-p,VSCQo0€eS

s vz

Pochopitelné, podobné jako nezarazeny $éf, tak i nekooperujici zaméstnanec w;, 7 = 1..k ma zisk

v({wi}) = 0.
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Ptame se, jak si maji hra¢i rozd€lit zisk, aby mohla vzniknout koalice s nenulovym ziskem. Zajima
nds predevsim vyplata pro $éfa. Miniméalni funkéni koalice je So = {o, w; } tvofend $éfem a n&jakym
jednim zaméstnancem w;, ¢ = 1..k. Hodnota takové koalice je ov§em pouze v(Sy) = p. Neni dtivod,
aby se nepfidali ostatni zamé&stnanci a dosahlo se zisku velké koalice v(Q) = k - p. Séf oviem odvodi

Shapleyho hodnotu sebe a ostatnich hracu, ktera je:

(1Q—=1)-p

H, =
2

H, = g;v@' — 1.k

KdyZ si pro zajimavost dosadime za k = 5, tedy pét zaméstnanct firmy a prinos kazdého zaméstnance
do projektu ve vyS$i 10, pak dostdvdme podil na zisku pro $éfa ve vysi a, = 25 a pro kazdého
zamestnance a; = 5.

Ovérime, Ze Shapleyho vektor je imputaci — v naSem pripadé pracujeme s imputaci

a=H=(H)icq = (25,5,5,5,5,5)

Aby byl, musi platit efektivita a individualni racionalita. Pro efektivitu je nutné, aby déleni zisku
v sumé& odpovidalo zisku velké koalice, tedy » ieQ @i = v(Q), coz evidentné& plati, nebot se rozdéluje
zisk ve vys$i 50 a ten odpovidd hodnoté koalice zadané na pocatku. Individudlni racionalita jisté také
plati, protoze absolutné kazdy ve hte citi, ze v({i}) = 0, tedy plati pro vSechny a; > v({i}).

Na zavér tohoto prikladu poznamenejme, Ze tato situace je hodné ze Zivota a dokonce je vidét,
Ze zisk $éfa roste pfimo s poctem jeho zaméstnanci, kdezto zisk zaméstnance zlistava nezménén bez
ohledu na to, kolik tato naSe komunita vytvoii celkové hodnoty. Silou jedince v takovych situacich
se budeme jesté zabyvat v Teorii vefejné volby, kde budeme zkoumat tak zvany power-index hréice,

nebo-li jeho individudlni moc.

Stavba mostu

Stavba verejného zarizeni je klasickou ukdzkou tak zvanych cost-allocation games nebo také spoticich
her. Obecné vzdy musi hraci vytvorit nadkritickou koalici takovou, aby svou silou byla schopna
realizovat spolecnou stavbu. Hraci ovSem stéle planuji ve hie zisk.

étyfi firmy zvazuji postavit most. Cena mostu je C' = 20 miliénd. Jednotlivé firmy jsou ochotny
zaplatit maximalné u; = 10, us = 8, uzg = 12, u4 = 16 miliéni jako podil do stavby. MiiZeme si
to predstavit jako hrani¢ni hodnotu, kdy je projekt jest€ pro firmu zajimavy. Rozdil mezi maximalni
zaplatitelnou ¢astkou a finalni platbou tvofi zisk hrace ve hre.

Které firmy se dohodnou na stavbé mostu a kolik kazd4 zaplati? Firmy utvoii akéni koalici (pro

stavbu mostu) pouze za predpokladu, Ze se dohodnou na platbé.
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Pozn.: Podobné tlohy tfesi mechanism design v situacich, kdy chtéji hraci svoje ocenéni u; tajit.
Je pak tfeba nastavit pravidla, aby to v rdmci raciondlniho chovéani dobrovolné pfiznali.
Tedy
Uy = 10,UQ = 8,U3 = 12,U4 =16
Hra je ddna charakteristickou funkci, kterd vyjadiuje celkovou dsporu koalice:

v(S) = max [Z u; —C,0

€8

Pokud ma koalice nadkritickou hodnotu a je schopna most postavit, pak je jeji zisk nezaporny.
Pokud neni schopna most postavit, stavba se nekond a hra kon¢i pro hrace neutralné.

Ziejmé déle plati v({i}) = 0 pro v8echny i € (). Snadno zjistime, Ze hodnota velké koalice je
v(Q) = (10 +8+ 12+ 16) — 20 = 26

Pro hrdce bude nejspis nejlepsi, pokud se do stavby zapoji vSichni. Zbyva jim jenom dohod-
nout spravedlivé podily na stavebnich ndkladech. Budeme ptredpokladat, Ze hraci netaji své pravdivé
ohodnoceni mostu (k tomu se dostaneme v kapitole o Mechanism design, kdy budeme hledat takova
pravidla komunikace, aby hrac¢i neméli snahu zakryvat své ;). Proto jsou schopni vSichni odvodit
piinos jednotlivce pro velkou koalici, takZe se opét dostavame k Shapleyho hodnoté.

Shapleyho hodnota ve hie je H = (5.667,4.333,6.667,9.333). Shapleyho hodnota hrice i vy-
jadfuje usporu, kterou hrac¢ pfinese celku, pokud se do realizacni koalice zapoji.

Pokud tedy hra¢i maji pravo Zadat vyplatu H;, pak do stavby musi vlozit

pi =u; — H;

tedy p = (12, 4,45, 2). Celkem je to 22+ £ + 10 4 2 = 20, tedy stavebni ndklady jsou pokryty,
most se postavi a kazdy hra¢ ¢ zaznamena uzitek ve vysi u; — p;.

Pokud ovSem hru posuneme o uroven vyse, miZzeme pojmout prezentované ohodnoceni stavby
u; hraci jako jejich strategie v rozhodovani. Pokud by totiZ hrd¢ 1 nepravdivé prezentoval namisto
3.57. Zaplatil by pak podil na stavbé p; = 5 — 3.57 = 1.43, coz by u né&j vedlo k pravdivému uZzitku
10 — 1.43, kter7 je rozhodné vySsi neZ pfi platbé 10 — 5.667. Pokud bychom pfedpoklddali takové
chovani, stavba by se nejspis nerealizovala. Studium téchto problému bude nésledovat v kapitole o

Mechanism design. Cilem této tivahy bylo prezentovat kiehkost kooperativity v realnych situacich.
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2.6 Nukleolus

Zavedli jsme pojem imputace a pojem jadra hry, které modeluje pro hrace akceptovatelné vysledky

hry. V této kapitole budeme dal hledat spravedlivy vyplatni vektor pro hrace hry.

Definice 10. Nechi v € G, a je dand imputace a S C Q je koalice. Cislo

e(S,a) =v(S) — Zai

€S

se nazyvd exces koalice S vzhledem k imputaci a.

Exces koalice S vzhledem k imputaci vyjadiuje kolik musi koalice zanechat nerozdéleno pfi
imputaci a. Pfipomenme, Ze imputace a musi byt efektivni, coZ znamend, ze ZZ.EQ a; = v(Q).
Vsimnéme si tedy, Ze to nutné neznamend ) _,_¢ a; = v(.5).

Dile oznaéme symbolem e(a) vektor o délce 2/%! —1 odpovidajici excestim viech moZnych koalic.
Berme to jako formu statistiky, kterd vycisluje ztratu pii hrani imputace a pro veskeré myslitelné
koalice {1},{2},....{N},{1,2},...,{1,N},..., Q.

Sefadme prvky e(a) sestupné podle velikosti a oznaéme tuto posloupnost symbolem f(a). Je-
li tedy e(a) posloupnosti ¢isel, kde kazdy prvek ohodnocuje miru ztraty néjaké z koalic a |e(a)| =
2N — 1, pak st&jné tak f(a) je posloupnosti &isel stejného charakteru, ovem sefazenych sestupné.
Nemusime tudiz zkoumat, jaka pozice v posloupnosti pfislusi jaké koalici a zndme prosté jenom miru
protestt vSech hraca vici dané imputaci a. Nyni budeme hledat zptisob, jak porovnavat dvé imputace
z hlediska jejich f(-). Vyjédfit nelibost vii¢i imputaci a pouhym jednim &islem >, onv  e(a) by
asi nestacilo.

Kazdé imputaci a € X (v) ve hie v € G? se tak pfifadf statistika f(a). Pracujeme s mnoZinou

F(v) ={f(a)la € X(v)}

Definujme na této mnoZiné F'(v) lexikografické uspofadani <., rekurzivnim z4pisem takto (kde

funkce head(p) vraci prvni prvek posloupnosti a funkce tail(p) vraci posloupnost bez prvniho prvku):

true pr=p2=()
Z(tex) (P1:12) = § <(rew) (tail(pr), tail(p2)) head(pr) < head(ps)
false otherwise

Vv,

Rekneme, Ze imputace b je piijateln&jsi (vzbuzuje mén& namitek) neZ imputace a, pokud f(b) <(tex)
f(a). Jinak fe€eno, po celé délce posloupnosti b plati, Ze prvek na dané pozici je mensi nebo roven
prvku na dané pozici v posloupnosti a.

Znamena to, Ze imputace b ve vSech myslitelnych koalicich vede k lepSimu rozloZeni zisku.

17



Definice 11. Mé&jme hruv € G9. Nucleolem hry v je takovd imputace b € X (v), pro kterou plati:

f(b) S(le:c) f(CL)

pro vSechny imputace a € X (v).

Vidime, Ze nukleolus je forma globédlniho optima ve hie (stabilni bod).

Demonstracni priklad

Mgjme hru s char. funkef: v(Q) = 1,v({1}) = 3,v({2}) = 0. Prvni hri¢ m4 tedy garantovany
vysledek ve vysi % Pokud se spoji do koalice s druhym hra¢em, mé druhy hra¢ nadéji na nenulovy
vysledek a prvni na vysledek v intervalu (3, 1).

Nejdiive si uvédomime, Ze mnoZina imputaci ve hie je nekonecnd a je ddna linedrnimi nerovnicemi:

1
a12§,a220

které vyjadfuji individudlni racionalitu a rovnici vyjadiujici efektivitu vysledku:

ar+ay =1

Vyjednavaci prostor pro rozdéleni zisku je tedy analyticky urcen jako:

1
(L1€<§,1>,CL2:1—CL1

Pokud bychom k situaci pfistoupili jako k nekooperativni hie, pak se nabizi podobnost s ultimatum
game, kde by podle Nashe mél druhy hri¢ pfistoupit na kterékoliv rozdéleni, které by mu pfineslo
nenulovy vysledek, to znamend napiiklad na imputaci (0.99,0.01). V kooperativnich hrach si vSak
jiz dokdZeme predstavit, Ze prvni hri¢ ma také zdjem na zisku v pdsmu nad jeho disagreement value.
Proto predpokladdme snahu prvniho hrace nabidnout druhému rozumné rozdéleni zisku takové, aby
doslo k ustanoveni velké koalice.

Jadro hry pouze potvrzuje, Ze vSechny imputace hry jsou pro hrace akceptovatelné.

1 1
a125,a220,a1+a2=1 a1€<§,1>,a2:1—a1

Vidéno optikou Shapleyho hodnoty zjistujeme, Ze prvni hra¢ zvySuje hodnotu velké koalice z nuly

na jedna a sdm pro sebe mé hodnotu jedné poloviny. Proto je
1/1 3

H = — — 1 = —

T2 (2 i > 4
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Druhy hré¢ je piinosem pro velkou koalici pouze do hodnoty jedné poloviny, nebot bez jeho tcasti

jev({1}) = &
nedford) -

Proto se hraci mohou dohodnout na rozdéleni podle Shapleyho hodnoty a tedy

. (31
@ =\11

Neni to az tak piekvapujici, nebot predpokldddme oba hrice symetrické z hlediska uZitku ve hie
a rozd&lujeme z kolace (0, 1).

PouZijeme nyni solution concept definovany jako nukleolus. Pfipomindme, Ze exces koalice S
vzhledem k imputaci a je:

e(S,a) =v(S) — Z a;
ieS

Pak, vyjadfeno analyticky pro imputaci a:

Exces pro jednoprvkovou koalici hrace 1 je e({1}, a) = § — a4, tedy jeho nejhorsi ztrdta miZe byt
nula. Pro hrace dva je cokoliv nenulového piinosem (kladny exces znalf ztratu): e({2},a) = 0 — as.
Velka koalice nema vyhrady k Zddnému rozdéleni, nabot e({1,2},a) =1—a; —as =1 —a; — (1 —
a;) = 0.

Exces tedy zapiSeme analyticky jako (a dale pak s pfedpokladem a; = 1 — as):

1 1
e(a) = (5 —ay, —a2,0> = <CL2 o —0270)

Excesy budeme zkoumat pro prahovou hodnotu ay = i, kde ocekavame zajimavy vyvoj:

=
s
SN—

Vidime, Ze (0, =%, — %) <(iew) (0,0,—3).

T4
Codatay = %?

Nejprijatelnéjsi exces je pii ay = i = a; = 3.

w
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