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Abstrakt
Předložená dizertačńı práce se zabývá problematikou modifikace r̊uzných formálńıch model̊u

a studiem dopadu těchto modifikaćı na jejich vyjadřovaćı schopnosti. Celkem jsou zkoumány tři
nové formálńı modely. Z oblasti automat̊u je zaveden oboustranný zásobńıkový automat a jeho
konstrukce s využit́ım frontových gramatik. Studována je i verze s redukovaným počtem symbol̊u
zásobńıkové abecedy. V obou těchto př́ıpadech je použit́ım oboustranného zásobńıku zvýšena vy-
jadřovaćı śıla běžných zásobńıkových automat̊u až na úroveň Turingova stroje. Dále je zaveden
tzv. vertikálńı kontext v obecných gramatikách, který jistým zp̊usobem omezuje možnosti použit́ı
jednotlivých kontextových přepisovaćıch pravidel gramatiky v Kurodově normálńı formě. Rovněž
jsou studovány vlastnosti těchto gramatik s ohledem na zavedená vertikálńı omezeńı v pr̊uběhu
derivačńıho procesu. V tomto př́ıpadě je výsledkem radikálńı sńıžeńı vyjadřovaćı śıly gramatik
v Kurodově normálńı formě až na úroveň regulárńıch jazyk̊u. Jako posledńı jsou studovány modi-
fikované bezkontextové gramatiky, které jsou definovány nad volnými grupami mı́sto nad volnými
monoidy. Kromě toho byla redukována i množina nonterminálńıch symbol̊u, která obsahuje pouze
osm nonterminál̊u. I přes redukci počtu nonterminálńıch symbol̊u byla zavedeńım volných grup
śıla bezkontextových gramatik zvýšena až na úroveň rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Ve všech
př́ıpadech jsou předloženy rigorózńı d̊ukazy týkaj́ıćı se vyjadřovaćıch schopnost́ı nově vzniklých
struktur.

Kĺıčová slova
Formálńı modely, modifikace, vertikálńı kontext, oboustranné zásobńıkové automaty, bezkontex-
tové gramatiky nad volnými grupami, redukce symbol̊u.



Abstract
The present disertation deals with modifications of various formal models for describing langu-

ages. The impact on the generative power of the modified formal models is studied. There are
three new formal models investigated. First, the two-sided pushdown automata are defined. Their
construction is based on queue grammars. A version with the reduced number of symbols in the
pushdown alphabet is also studied. In both cases, by using of two-sided pushdowns, the power of
pushdown automata was increased to the level of Turing machines. In the second part, a vertical
context in phrase-structure grammars in Kuroda normal form is introduced. This approach limits
some applications of rewritting rules in the actual sentential form. The properties of the grammars
modified in this way are studied. By the vertical restrictions, the generative power of grammars
in Kuroda normal form was remarkably decreased to the level of regular languages. In the last
section, there are the modified contex-free grammars presented. These grammars are defined over
free groups rather than free monoids. Moreover, the number of nonterminal symbols is reduced to
exactly eight nonterminals. Despite it, these grammars generate the family of recursively enume-
rable languages. In all cases, the rigorous proofs examining the power of the new formal models
are presented.

Keywords
Formal models, modifications, vertical context, two-sided pushdown automata, context-free gra-
mmars over free groups, symbols reduction.
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Kapitola 1

Úvod

V současné teorii formálńıch jazyk̊u existuje obrovské množstv́ı r̊uzných model̊u pro jejich po-
pis a neustále vznikaj́ı daľśı. Některé modifikuj́ı již známé modely, jiné jsou na těch současných
zcela nezávislé. V pr̊uběhu uplynulých desetilet́ı našly některé modely uplatněńı zejména v ob-
lasti překladač̊u, kde představuj́ı formálńı základ pro popis zejména programovaćıch jazyk̊u, jejich
syntaktickou a lexikálńı analýzu. Velká většina ostatńıch formálńıch model̊u má pouze teoretický
význam. Přestože se z tohoto stavu může na prvńı pohled zdát, že je tvorba a studium daľśıch vari-
ant již zbytečná, neńı tomu tak. Při studiu vyjadřovaćıch schopnost́ı nových formálńıch model̊u je
vždy vhodné naj́ıt již známý formálńı model, na který je možné studovaný formálńı model trans-
formovat, a u kterého již známe jeho vyjadřovaćı schopnosti. Pak už zbývá jen dokázat ekvivalenci
obou model̊u. Č́ım v́ıce formálńıch model̊u bude známých, t́ım snažš́ı bude studium nových. Z nich
pak může některý model vykazovat požadované vlastnosti a t́ım naj́ıt široké uplatněńı v praxi.

Pokud při členěńı formálńıch model̊u pro popis jazyk̊u vezmeme v úvahu historické hledisko,
můžeme tyto modely rozdělit i podle toho, jak jsou v oblasti teorie formálńıch jazyk̊u známé
a rozš́ı̌rené. Źıskáme tři tř́ıdy.

• Základńı modely — tato skupina zahrnuje nejznáměǰśı modely, které se objevuj́ı téměř
v každé literatuře a které jsou prověřené i širokým uplatněńım v praxi. Jedná se zejména
o všechny gramatiky Chomského klasifikace, konečné a zásobńıkové automaty a Turingovy
stroje.

• Modifikované základńı modely — jak již název kategorie napov́ıdá, obsahuje tato skupina
základńı modely, které byly určitým zp̊usobem modifikovány (at’ již rozš́ı̌reny nebo omezeny).
Jako př́ıklad můžeme jmenovat maticové a programované gramatiky, gramatiky s náhodným
kontextem [12], bezkontextové gramatiky nad volnými grupami [2] (všechny tyto modely jsou
modifikaćı bezkontextové gramatiky), v́ıcezásobńıkové automaty [11], zásobńıkové automaty
nad volnými grupami [1], ř́ızené zásobńıkové automaty [8] (všechny tyto modely jsou modi-
fikaćı zásobńıkových automat̊u), atd.

• Ostatńı modely — do této skupiny patř́ı všechny ostatńı modely, které nelze jednoznačně
přǐradit do předchoźıch dvou skupin (např. z d̊uvodu výrazně odlǐsného zp̊usobu popisu
jazyk̊u). Sem můžeme zařadit např. frontové gramatiky [7].

1.1 Oblasti předkládaného výzkumu

Naš́ım ćılem bude studium vybraných základńıch formálńıch model̊u s ohledem na určité modifi-
kace a omezeńı, která do těchto model̊u zavedeme. Námi vytvořené výsledné modely pak budou
spadat do tř́ıdy modifikovaných základńıch model̊u.

V této práci budeme studovat následuj́ıćı formálńı modely:
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• Oboustranné zásobńıkové automaty — V našem výzkumu provedeme velmi jednoduchou
modifikaci zásobńıkového automatu. Ta bude spoč́ıvat v tom, že do zásobńıku umožńıme
př́ıstup z obou stran. Pokuśıme se rovněž zredukovat počet symbol̊u zásobńıkové abecedy.
Dále ukážeme, že touto redukćı neztrat́ıme nic z vyjadřovaćı śıly, kterou jsme p̊uvodńı mo-
difikaćı źıskali.

• Vertikálńı kontext v obecných gramatikách — pro tyto modifikace budeme na počátku
uvažovat obecnou gramatiku v Kurodově normálńı formě. Každá gramatika generuje věty
jazyka z nějakého výchoźıho axiomu systematickou aplikaćı jednotlivých přepisovaćıch pra-
videl. Při každé aplikaci je významná pouze aktuálńı větná forma. Kontext, ve kterém je
dané přepisovaćı pravidlo aplikováno, lze nazvat horizontálńı.

My provedeme modifikaci tohoto př́ıstupu v tom smyslu, že budeme uvažovat i kontext
vertikálńı. V konečném d̊usledku to znamená, že budeme všechny dosud vygenerované větné
formy zaznamenávat pod sebe a při aplikaci daného přepisovaćıho pravidla budeme zkoumat
kontext jak aktuálńı větné formy (horizontálńı), tak i kontext všech dř́ıve vygenerovaných
větných forem (vertikálńı). S ohledem na tyto skutečnosti zavedeme určitý druh omezeńı,
č́ımž vytvoř́ıme nový formálńı model.

• Bezkontextové gramatiky nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u —
v této práci budeme definovat relaci př́ımé derivace v bezkontextových gramatikách nad
volnými grupami mı́sto nad volnými monoidy a v pr̊uběhu derivačńıho procesu s výhodou
využijeme inverzńıch symbol̊u a jejich vlastnost́ı. Kromě toho omeźıme počet nonterminálńıch
symbol̊u, kdy jich použijeme vždy právě osm.

U čtenáře předpokládáme znalost teorie formálńıch jazyk̊u a algebry.
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Kapitola 2

Oboustranné zásobńıkové automaty

Hlavńı inspiraćı pro tento směr výzkumu byly souběžně jednoobrátkové dvouzásobńıkové automaty
[10]. Jak je v [10] dokázáno, tyto automaty popisuj́ı celou tř́ıdu rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u.

Naše verze však zavád́ı nový př́ıstup, zjednodušuje konstrukci pravidel automatu a výrazně
zpřehledňuje výsledný d̊ukaz. Přitom rovněž zvyšuje vyjadřovaćı schopnosti běžných zásobńıkových
automat̊u až na úroveň rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Nav́ıc je možné pohĺıžet na takto zave-
dený zásobńık jako na jeden celek. Poznamenejme, že v d̊ukazu jsou využity tzv. frontové grama-
tiky [7].

Následuj́ıćı pomocná věta bude využita při konstrukci oboustranného zásobńıkového automatu.

Lemma 2.1 [10] Pro každý rekurźıvně vyč́ıslitelný jazyk L existuje levě rozš́ı̌rená frontová gra-
matika G = (V, T, W, F, s, P ) taková, že L = L(G) a pro každé pravidlo (a, b, x, c) ∈ P plat́ı
a ∈ (V − T ), b ∈ (W − F ) a x ∈ ((V − T )∗ ∪ T ∗).

Podrobný d̊ukaz platnosti této věty pro nás neńı př́ılǐs významný. Popǐsme si zde alespoň ne-
formálně jej́ı význam. Jak lze poznat podle tvar̊u přepisovaćıch pravidel, každá levě rozš́ı̌rená
frontová gramatika splňuj́ıćı podmı́nky této pomocné věty vygeneruje nejprve sekvenci nonter-
minálńıch symbol̊u (prvńı fáze). Jakmile jednou začně generovat terminálńı symboly (druhá fáze),
již nikdy nemůže vygenerovat znovu symboly nonterminálńı, protože neexistuje žádné pravidlo,
které by odeb́ıralo ze začátku fronty některý terminálńı symbol, a derivace by se tud́ıž později
zablokovala. Jinými slovy, v prvńı fázi jsou generovány pouze nonterminálńı symboly a ve druhé
fázi jsou tyto symboly zpracovávány a generovány symboly terminálńı. Posledńı krok grama-
tiky odeb́ırá z počátku fronty posledńı vygenerovaný nonterminálńı symbol, generuje na konec
fronty posledńı sekvenci terminálńıch symbol̊u a nastavuje některý z koncových stavových sym-
bol̊u. T́ımto zp̊usobem je generována každá platná věta jazyka, který daná gramatika popisuje.
Kromě toho je na samém konci derivace řetězec vygenerovaných nonterminálńıch symbol̊u zazna-
menán vlevo od symbolu #.

2.1 Základńı definice

Uved’me si nyńı formálńı definici oboustranného zásobńıkového automatu.

Definice 2.1 — oboustranný zásobńıkový automat Oboustranný zásobńıkový automat je
osmice

M = (Q, T, Z, R, z, ZL, ZR, FM),

kde
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• Q je konečná množina stav̊u

• T je konečná vstupńı abeceda

• Z je konečná zásobńıková abeceda

• R je konečná množina pravidel tvaru

Z1|Z2px → γ1|γ2q

kde Z1, Z2 ∈ Z, γ1, γ2 ∈ Z∗, x ∈ T a p, q ∈ Q; pokud x ∈ T ∗, nazveme takovýto oboustranný
zásobńıkový automat rozš́ıřený

• z je počátečńı stav

• ZL resp. ZR je počátečńı symbol levé resp. pravé strany zásobńıku, ZL, ZR ∈ Z

• FM ⊆ Q je množina koncových stav̊u

Z algebraického hlediska je množina pravidel R konečná binárńı relace

R ⊆ Z{|}ZQT × Z∗{|}Z∗Q

(př́ıpadně R ⊆ Z{|}ZQT ∗ × Z∗{|}Z∗Q),

kde každé pravidlo Z1|Z2px → γ1|γ2q je ve skutečnosti uspořádaná dvojice (Z1|Z2px, γ1|γ2q).

Definice 2.2 — konfigurace Necht’

M = (Q, T, Z, R, z, ZL, ZR, FM)

je oboustranný zásobńıkový automat. Konfiguraćı tohoto automatu rozumı́me řetězec γqw, kde
q ∈ Q, γ ∈ Z∗ a w ∈ T ∗. Podobně jako u dř́ıve popsaných typ̊u automat̊u je i zde pomoćı
konfigurace úplně popsán celkový stav oboustranného zásobńıkového automatu v daném okamžiku
(γ je aktuálńı obsah zásobńıku, q je aktuálńı stav a w je aktuálńı obsah vstupńı pásky).

Definice 2.3 — přechod Necht’

M = (Q, T, Z, R, z, ZL, ZR, FM)

je oboustranný zásobńıkový automat. Pokud LγRpxy a γLγγRqy jsou dvě konfigurace tohoto
automatu a L|Rpx → γL|γRq ∈ R, pak automat M provád́ı přechod z konfigurace LγRpxy do
konfigurace γLγγRqy podle pravidla L|Rpx → γL|γRq a ṕı̌seme

LγRpxy ` γLγγRqy[L|Rpx → γL|γRq]

nebo stručněji LγRpxy ` γLγγRqy. Relace `n, `+ a `∗ označuj́ı posloupnost přechod̊u délky n
pro n ≥ 0, tranzitivńı a reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ` v tomto pořad́ı a jsou definovány
obvyklým zp̊usobem.

Protože zde definujeme zcela nový model, popǐsme si zde princip jeho činnosti neformálně. Jak
již bylo řečeno v Definici 2.2, představuje každá konfigurace úplný popis celkového stavu auto-
matu v jednom okamžiku. Počátečńı konfiguraćı je s ohledem na definici konfigurace ZLZRzw, kde
prvńı dva symboly představuj́ı počátečńı symboly levé a pravé strany zásobńıku, z je počátečńı
stav a w ∈ T ∗ je přij́ımaný řetězec, který je na vstupńı pásce.
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Definice 2.4 — jazyk Jazyk přij́ımaný oboustranným zásobńıkovým automatem M je defi-
nován jako

L(M) = {w|w ∈ T ∗, ZLZRzw `∗ εfε a f ∈ FM}.

Z této definice je zřejmé, že řetězec w je automatem přijat pouze tehdy, pokud je beze zbytku
načten, zásobńık je prázdný a automat se po provedeńı posledńıho kroku nacháźı v některém
koncovém stavu.

Definice 2.5 — obrátka Necht’ M je oboustranný zásobńıkový automat a necht’ m1 a m2

jsou dva po sobě jdoućı přechody prováděné t́ımto automatem. Jestliže během m1 automat M
nezkrát́ı zásobńık, zat́ımco během m2 ano, pak ř́ıkáme, že M provád́ı obrátku během m2. Automat
M nazveme jednoobrátkový, jestliže provád́ı nejvýše jednu obrátku během každého výpočetńıho
procesu.

2.2 Vyjadřovaćı śıla

Nyńı se již dostáváme k hlavńım výsledk̊um této kapitoly. Označme 2sPDA (z anglického názvu
two-sided pushdown automata) tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných oboustrannými zásobńıkovými automaty
a 2sPDAR (z angl. two-sided pushdown automata—reduced) tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných obou-
strannými zásobńıkovými automaty s redukovaným počtem symbol̊u zásobńıkové abecedy. Dále
označme RE tř́ıdu rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u.

Věta 2.2 2sPDA = RE

D̊ukaz

Uvažujme levě rozš́ı̌renou frontovou gramatiku

G = (V, T, W, F, Sq0, P )

a bez ztráty obecnosti předpokládejme, že G splňuje podmı́nky popsané v Lemmatu 4.1.

Konstrukce. Nyńı budeme konstruovat rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový automat

M = (Q, T, Z, R, z, ZL, ZR, FM)

postupnou aplikaćı následuj́ıćıch krok̊u.

• Q = {f, z} ∪ {〈q, 1〉, 〈q, 2〉|q ∈ W}

• Z = {ZL, ZR} ∪ (V − T ) ∪ {A|A ∈ (V − T )}

• FM = {f}

Množina pravidel R je zkonstruována následuj́ıćım zp̊usobem.

1) pro axiom Sq0 gramatiky G, kde S ∈ (V − T ), q0 ∈ (W − F ),
přidej ZL|ZRz → ZL|SZR〈q0, 1〉 do R

2) pro každé (A, q, x, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), x ∈ (V − T )∗,
přidej ZL|ZR〈q, 1〉 → ZLA|xZR〈p, 1〉 do R

3) pro každé q ∈ W přidej ZL|ZR〈q, 1〉 → ZL|ZR〈q, 2〉 do R
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4) pro každé (A, q, y, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗,
přidej ZL|ZR〈q, 2〉y → ZLA|ZR〈p, 2〉 do R

5) pro každé (A, q, y, t) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), q ∈ (W − F ), t ∈ F , y ∈ T ∗,
přidej ZL|ZR〈q, 2〉y → A|εf do R

6) pro každé A ∈ (V − T ), přidej A|Af → ε|εf do R

T́ım je konstrukce hotova. Pro daľśı části d̊ukazu zaved’me následuj́ıćı notaci. Jestliže 〈q, 1〉 je
aktuálńı stav automatu M , ř́ıkáme, že M je v režimu generováńı nonterminál̊u. Podobně jestliže
〈q, 2〉 je aktuálńı stav automatu M , ř́ıkáme, že M je v režimu čteńı terminál̊u (v obou př́ıpadech
pro nějaké q ∈ W ).

Nyńı je třeba dokázat rovnost L(G) = L(M).

Hlavńı myšlenka. M simuluje derivace v levě rozš́ı̌rené frontové gramatice G s využit́ım pravidel,
které byly zkonstruovány v předcházej́ıćım odstavci. Přitom plat́ı, že automat použ́ıvá pravidla
zkonstruovaná v b−tém kroku dř́ıve, než použije pravidla zkonstruovaná v kroku b + 1, pro b =
1, . . . , 5. Vzhledem k tomu, že levě rozš́ı̌rená frontová gramatika, která byla použita pro konstrukci,
splňuje podmı́nky popsané v Lemmatu 4.1, objev́ı se na konci každé úspěšné derivace v této
gramatice všechny vygenerované nonterminálńı symboly vlevo před symbolem # a vpravo z̊ustane
řetězec z T ∗F .

Automat zač́ıná vždy v režimu generováńı nonterminál̊u a simuluje derivace v G tak, že každý
nonterminálńı symbol (př́ıpadně řetězec těchto symbol̊u) vygenerovaný frontovou gramatikou
vkládá zprava na zásobńık. Při každém derivačńım kroku však frontová gramatika zároveň jeden
nonterminálńı symbol bezprostředně vpravo od # nač́ıtá a přesouvá jej před # vlevo. Tento symbol
(ale s pruhem) vkládá při simulaci automat na zásobńık zleva. Na konci simulace každé úspěšné
derivace v G je na zásobńıku posloupnost symbol̊u taková, že levá polovina obsahuje posloup-
nost symbol̊u s pruhem a pravá polovina posloupnost stejných symbol̊u bez pruhu v obráceném
pořad́ı. Kromě toho se již automat nacháźı v některém z koncových stav̊u. Zbývá splnit druhou
podmı́nku přijet́ı řetězce, tedy vyprázdnit zásobńık. To je zajǐstěno postupnou aplikaćı pravidel
zkonstruovaných v bodu 6. Vyprázdněńım zásobńıku je zároveň provedena kontrola korektnosti
celé simulace a automat t́ımto potvrd́ı přijet́ı vstupńıho řetězce. Jakmile se automat neńı schopen
dostat do ćılového stavu, př́ıpadně při vyprazdňováńı zásobńıku nejsou v některém okamžiku oba
vrcholy slučitelné, je celý proces zablokován a vstupńı řetězec odmı́tnut. �

Př.: Uvažujme levě rozš́ıřenou frontovou gramatiku

Q = ({A, B, a, b}, {a, b}, {p, q, f}, {f}, Ap, {p1, p2, p3, p4, p5, p6}),

s následuj́ıćımi pravidly:

p1 : (A, p, AA, p)
p2 : (A, p, BB, p)
p3 : (A, p, a, q)
p4 : (A, q, a, q)
p5 : (B, q, b, q)
p6 : (B, q, b, f)

Podle dř́ıve uvedeného postupu zkonstruujeme oboustranný zásobńıkový automat

M = (Q, T, Z, R, z, ZL, ZR, FM),

kde
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• Q = {f, z, 〈p, 1〉, 〈p, 2〉, 〈q, 1〉, 〈q, 2〉}

• T = {a, b}

• Z = {ZL, ZR, A,B,A, B}

• FM = {f}

• konstrukce množiny pravidel R je uvedena v následuj́ıćı tabulce

Označeńı Pravidlo Odp. pravidlo z Q

1a) ZL|ZRz → ZL|AZR〈p, 1〉 —

2a) ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLA|AAZR〈p, 1〉 (A, p, AA, p)
2b) ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLA|BBZR〈p, 1〉 (A, p, BB, p)

3a) ZL|ZR〈p, 1〉 → ZL|ZR〈p, 2〉 —
3b) ZL|ZR〈q, 1〉 → ZL|ZR〈q, 2〉 —
3c) ZL|ZR〈f, 1〉 → ZL|ZR〈f, 2〉 —

4a) ZL|ZR〈p, 2〉a → ZLA|ZR〈q, 2〉 (A, p, a, q)
4b) ZL|ZR〈q, 2〉a → ZLA|ZR〈q, 2〉 (A, q, a, q)
4c) ZL|ZR〈q, 2〉b → ZLB|ZR〈q, 2〉 (B, q, b, q)

5a) ZL|ZR〈q, 2〉b → B|εf (B, q, b, f)

6a) A|Af → ε|εf —
6b) B|Bf → ε|εf —

Pro věťśı přehlednost je ve sloupci Označeńı uveden identifikátor každého pravidla, ve
kterém č́ıslo odpov́ıdá č́ıslu kroku v konstrukci a ṕısmeno rozlǐsuje dané pravidlo v rámci
jednoho kroku konstrukce. Sloupec Pravidlo obsahuje zkonstruovaná pravidla automatu M
a sloupec Odp. pravidlo z Q obsahuje koresponduj́ıćı pravidlo z gramatiky Q, ze kterého
bylo dané pravidlo M odvozeno.

Zopakujme, že věta abb ∈ L(Q) je v levě rozš́ıřené frontové gramatice Q vygenerována derivaćı

#Ap
⇒ A#AAp [(A, p, AA, p)]
⇒ AA#ABBp [(A, p, BB, p)]
⇒ AAA#BBaq [(A, p, a, q)]
⇒ AAAB#Babq [(B, q, b, q)]
⇒ AAABB#abbf [(B, q, b, f)].

Nyńı si uvedeme posloupnost krok̊u, kterými přijme stejnou větu oboustranný zásobńıkový automat
M .
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ZLZRzabb
` ZLAZR〈p, 1〉abb 1a
` ZLAAAAZR〈p, 1〉abb 2a
` ZLAAAAABBZR〈p, 1〉abb 2b
` ZLAAAAABBZR〈p, 2〉abb 3a
` ZLAAAAAABBZR〈q, 2〉bb 4a
` ZLBAAAAAABBZR〈q, 2〉b 4c
` BBAAAAAABBfε 5a
` BAAAAAABfε 6b
` AAAAAAfε 6b
` AAAAfε 6a
` AAfε 6a
` εfε 6a

Vid́ıme, že M skončil v konfiguraci εfε. Zásobńık je prázdný, vstupńı řetězec byl zcela přečten
a automat se nacháźı v koncovém stavu f ∈ FM . Vstupńı řetězec byl tedy úspěšně přijat.

Z výše uvedené konstrukce a d̊ukazu je zřejmé, že zásobńıková abeceda obsahuje přibližně
dvojnásobný počet symbol̊u než abeceda (V − T ) p̊uvodńı frontové gramatiky. S t́ım souviśı
i počet pravidel zkonstruovaných v bodu 6.

V daľśı větě proto ukážeme, že každý oboustranný zásobńıkový automat je možné defino-
vat pouze nad čtyřprvkovou zásobńıkovou abecedou. Nazvěme tento automat jako oboustranný
zásobńıkový automat s redukovaným počtem symbol̊u zásobńıkové abecedy.

Věta 2.3 2sPDAR = RE

D̊ukaz

Uvažujme znovu levě rozš́ı̌renou frontovou gramatiku

G = (V, T, W, F, Sq0, P )

a bez ztráty obecnosti předpokládejme, že G splňuje podmı́nky popsané v Lemmatu 4.1. Kon-
strukci rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu s redukovaným počtem symbol̊u zá-
sobńıkové abecedy

M = (Q, T, Z, R, z, 1, 1, FM)

provedeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Konstrukce. Definujme injektivńı zobrazeńı

h : (V − T ) → {0, 1}n+2

a
h : (V − T ) → {0, 1}n+2,

kde
n = dlog2(card(V − T ))e

takové, že pro každé A ∈ (V − T ),

h(A) = {0}{0, 1}n{0}

a
h(A) = h(A)

R
.
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Rozšǐrme doménu injekce h na (V − T )∗. Po tomto rozš́ı̌reńı je h injektivńım homomorfismem
z (V − T )∗ do ({0}{0, 1}n{0})∗. Poznamenejme, že k prvk̊um 0 a 1 existuj́ı odpov́ıdaj́ıćı prvky 0
a 1.

Množinu stav̊u Q, zásobńıkovou abecedu Z a množinu koncových stav̊u FM vytvoř́ıme následovně.

• Q = {f, z} ∪ {〈q, 1〉, 〈q, 2〉|q ∈ W}

• Z = {0, 0, 1, 1}

• FM = {f}

Množina pravidel R je pak vytvořena postupnou aplikaćı následuj́ıćıch krok̊u.

1) pro výchoźı axiom gramatiky G, Sq0, kde S ∈ (V − T ), q0 ∈ (W − F ),
přidej 1|1z → 1|h(S)1〈q0, 1〉 do R

2) pro každé (A, q, x, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), x ∈ (V − T )∗,
přidej 1|1〈q, 1〉 → 1h(A)|h(x)1〈p, 1〉 do R

3) pro každé q ∈ W přidej 1|1〈q, 1〉 → 1|1〈q, 2〉 do R

4) pro každé (A, q, y, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗,
přidej 1|1〈q, 2〉y → 1h(A)|1〈p, 2〉 do R

5) pro každé (A, q, y, t) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗, t ∈ F ,
přidej 1|1〈q, 2〉y → h(A)|εf do R

6) přidej do R pravidla 0|0f → ε|εf a 1|1f → ε|εf

T́ım je konstrukce automatu M kompletńı. Analogicky předchoźımu d̊ukazu zaved’me následuj́ıćı
notaci. Je-li aktuálńı stav automatu tvaru 〈q, 1〉, ř́ıkáme, že M je v módu generováńı nonterminál̊u.
Podobně je-li aktuálńı stav automatu tvaru 〈q, 2〉, ř́ıkáme, že M je v módu čteńı terminál̊u, q ∈
(W − F ).

Hlavńı myšlenka. M simuluje derivace v levě rozš́ı̌rené frontové gramatice G a kóduje symboly
z (V −T ) na svém zásobńıku pomoćı binárńıch řetězc̊u. V prvńı části předpokládejme, že aktuálńı
větná forma v G je w#Avp, kde w, v ∈ (V − T )∗, A ∈ (V − T ) a p ∈ (W − F ). Odpov́ıdaj́ıćı
konfigurace M má potom tvar

1h(w)h(w)h(A)h(v)1〈p, 1〉ω,

kde ω ∈ T ∗. Necht’ (A, p, x, q) ∈ P , kde x ∈ (V − T )∗. Potom,

w#Avp ⇒ wA#vxq

v G. V tomto př́ıpadě muśı být M v módu generováńı nonterminál̊u a odpov́ıdaj́ıćı pravidlo pro
simulaci uvedené derivace automatem M je podle bodu 2 konstrukce

1|1〈p, 1〉 → 1h(A)|h(x)1〈q, 1〉 ∈ R.

Pomoćı tohoto pravidla M přejde do nové konfigurace, která má tvar

1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)h(x)1〈q, 1〉ω.
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Všimněme si, že A je zakódován pomoćı h a výsledný binárńı řetězec je vložen zleva na zásobńık.
Dále je pomoćı h zakódován řetězec x a výsledek je vložen na zásobńık zprava.

Nyńı předpokládejme, že w#Avup je aktuálńı větná forma v G a (A, p, y, q) ∈ P je použité
pravidlo, kde u, y ∈ T ∗, A ∈ (V − T ), v ∈ (V − T )∗. Pak

w#Avup ⇒ wA#vuyq

v G. Podle bodu 4 konstrukce je odpov́ıdaj́ıćı pravidlo automatu tvaru

1|1〈p, 2〉y → 1h(A)|1〈q, 2〉 ∈ R

a M provád́ı přechod

1h(w)h(w)h(A)h(v)1〈p, 2〉yω′ ` 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)1〈q, 2〉ω′,

kde ω′ ∈ T ∗. Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě muśı být M v módu čteńı terminál̊u. V tomto
kroku je zakódován pouze symbol A a výsledný řetězec reprezentovaný pomoćı h(A) je vložen
zleva na zásobńık.

Jinými slovy, každé A ∈ (V −T ), které je generováno za symbolem # v G je vloženo jako h(A)
zprava na zásobńık. Připomeňme, že všechny tyto symboly jsou v každé úspěšné derivaci později
v G přesunuty před symbol #. To je d̊uvod, proč M vkládá jejich kódové řetězce tvořené symboly
0 a 1 zleva na zásobńık. Na závěr je vyprázdněńım zásobńıku pomoćı pravidel zkonstruovaných
v bodu 6 provedena kontrola korektnosti celé simulace. �

Př.: Př́ıklad je analogický předchoźımu př́ıkladu. Jediný rozd́ıl je v tom, že jsou na zásobńıku
všechny symboly kódovány binárńımi řetězci.
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Kapitola 3

Vertikálńı kontext v obecných
gramatikách

Běžné gramatiky Chomského hierarchie generuj́ı jednotlivé věty jazyka posloupnost́ı př́ımých deri-
vaćı, kdy je v každém takovémto derivačńım kroku aplikováno některé z přepisovaćıch pravidel na
aktuálńı větnou formu. Tato aplikace neńı omezena žádnými daľśımi podmı́nkami s výjimkou kon-
textu (určitého podřetězce aktuálńı větné formy), který muśı být nalezen v aktuálńı větné formě.
Tento kontext můžeme nazývat horizontálńı. Je zřejmé (a vyplývá to již z definice Chomského
gramatik), že nutnou podmı́nkou pro aplikaci konkrétńıho přepisovaćıho pravidla na aktuálńı
větnou formu je výskyt takového podřetězce v této větné formě, který se shoduje s levou stranou
aplikovaného přepisovaćıho pravidla.

3.1 Nový pohled na derivačńı proces

V této sekci zavedeme zcela nový př́ıstup k derivačńımu procesu. Uvažujme gramatiku

G = (V, T, P, S)

v Kurodově normálńı formě a libovolnou derivaci délky n tvaru

y1 ⇒ y2 ⇒ · · · ⇒ yn,

kde y1 = S a yn ∈ L(G) pro nějaké n ≥ 1 v G. Každá takováto derivace může být vyjádřena jako

S ⇒ x11 x12 . . . x1m

⇒ x21 x22 . . . x2m
...
⇒ xn1 xn2 . . . xnm,

kde m ≥ 1, xij ∈ V ∗, xi1xi2 . . . xim = yi, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
Protože budeme z tohoto tvaru vycházet v daľśım výkladu, definujme si zde proto všechny

nezbytné pojmy, které budeme v této souvislosti dále použ́ıvat.
Každý řetězec xij ∈ V ∗ nazveme segmentem. Pokud je nav́ıc daný segment tvořen pouze

terminálńımi symboly, nazveme jej terminálńım segmentem (např. xn1, xn2, . . . , xnm ∈ T ∗). Sloup-
cem nazveme každý vektor segment̊u tvaru 〈x1j, x2j, . . . , xnj〉. Necht’ libovolný sloupec tohoto
tvaru splňuje x1j = ε, x2j = ε, . . . , xk−1j = ε a |xkj| = 1, |xk+1j| ≥ 1, . . . , |xnj| ≥ 1, kde
1 ≤ k < n a xkj ∈ N . Potom se xkj nazývá hlava. Pomyslný prostor mezi dvěma sousedńımi
sloupci nazveme hranićı. Necht’ dále xA a By jsou dva sousedńı segmenty. Pokud existuje v G
derivace xABy ⇒ xCDy pomoćı nějakého pravidla tvaru AB → CD ∈ P , kde x, y ∈ V ∗,
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A, B, C,D ∈ (V − T ), ř́ıkáme, že G přepisuje xABy (nebo jen A a B) na hranici kontextovým
zp̊usobem. Derivaci tohoto druhu nazveme stručně kontextovou derivaćı na hranici.

Nyńı zavedeme určitá vertikálńı omezeńı do derivačńıho procesu a budeme zkoumat jejich dopad
na generativńı schopnosti gramatik v Kurodově normálńı formě. Vycházejme z dř́ıve zavedených
pojmů a zaved’me omezeńı na maximálńı počet kontextových derivaćı na jedné hranici kladnou
konečnou konstantou l. Dále předpokládejme, že maximálńı možná délka každého segmentu je k
symbol̊u. Od této chv́ıle se tedy budeme d́ıvat na jeden derivačńı krok v kontextu celé posloupnosti
předchoźıch větných forem.

Protože toto všechno budeme zkoumat v obecné gramatice s využit́ım Kurodovy normálńı
formy, je zřejmé, že dále zvýšit jej́ı śılu již nebude možné. Výsledek našeho výzkumu popisuje
následuj́ıćı věta.

Věta 3.1 Jazyk L je regulárńı, když a jen když existuje konstanta k ≥ 1 a gramatika

G = (V, T, P, S)

v Kurodově normálńı formě taková, že L = L(G) a G generuje každou větu z ∈ L(G) derivaćı
tvaru

S ⇒ x11 x12 . . . x1m

⇒ x21 x22 . . . x2m
...
⇒ xn1 xn2 . . . xnm,

kde n,m ≥ 1, a

1. |xij| ≤ k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

2. pro každé h = 2, . . . ,m existuje xrh ∈ V + takové, že pro všechna q = 1, . . . , h a o =
h + 1, . . . ,m je xqo = ε

3. pro každé d = 1, . . . ,m − 1 existuje nejvýše l podřetězc̊u tvaru xcdxcd+1, kde 1 ≤ c ≤ n
takových, že xcdxcd+1 je přepsáno na hranici kontextovým zp̊usobem (xcd a xcd+1 jsou dva
sousedńı segmenty)

D̊ukaz

Směr jen když je triviálńı. Zbývá proto dokázat směr když. Uvažujme tedy libovolnou gramatiku

G = (V, T, P, S)

v Kurodově normálńı formě, která splňuje podmı́nky dané výše uvedenou větou a definujme P =
{AB → CD|AB → CD ∈ P}.

Konstrukce. Zkonstruujme rozš́ı̌rený konečný automat

M = (Q, T,R, s, {f})

aplikaćı následuj́ıćıch pravidel.

• Q = {f} ∪ {〈A, u, α, v〉|〈A, u, α, v〉 6= f , A ∈ N , α ∈ V ∗, |α| ≤ k, u, v ∈ P ∗
CS, |u|, |v| ≤ l}

• s = 〈S, ε, ε, ε〉
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• Množina R = RIN ∪RCS1 ∪RCS2 ∪RI ∪RHEAD ∪RF je zkonstruována následovně:

I pro každé x ∈ T ∗, kde |x| ≤ k, přidej do RI pravidla tvaru
〈X, u, ε, ε〉x → 〈X, u, x, ε〉

II pro každé a ∈ T ∪ {ε} a pravidlo A → a ∈ P , kde 1 ≤ |αaβ| ≤ k, přidej do RIN

pravidla tvaru 〈X, u, αaβ, v〉 → 〈X, u, αAβ, v〉
III pro každé AB → CD ∈ P přidej:

(a) 〈X, u, αC, v〉 → 〈X, u, αA, vAB → CD〉 do RCS1

(b) 〈X, AB → CDu,Dβ, v〉 → 〈X, u,Bβ, v〉 do RCS2

(c) 〈X, u, αCDβ, v〉 → 〈X, u, αABβ, v〉 do RIN

IV pro každé A → BC ∈ P přidej:

(a) 〈X, u, αBCβ, v〉 → 〈X, u, αAβ, v〉 do RIN

(b) 〈A, ε, B, v〉 → 〈C, v, ε, ε〉 do RHEAD

V pro každé A ∈ N , přidej 〈A, ε, A, ε〉 → f do RF

T́ım je konstrukce hotova. Nyńı je třeba dokázat rovnost obou jazyk̊u L(G) = L(M).

Hlavńı myšlenka. Popǐsme neformálně jednotlivé komponenty stav̊u automatu.

1. Prvńı komponenta představuje hlavu aktuálńıho sloupce.

2. Ve druhé komponentě je zaznamenávána posloupnost kontextových pravidel tvaru

AB → CD,

které byly aplikovány na pravé straně hranice v předchoźım sloupci.

3. Ve třet́ı komponentě je zaznamenán aktuálńı segment a simulovány redukce jak uvnitř
sloupce, tak na jeho hranićıch.

4. Ve čtvrté komponentě jsou uložena postupně všechna kontextová pravidla, která byla apli-
kována na pravé hranici aktuálńıho sloupce. Pomoćı pravidel zkonstruovaných v bodu IVb
je tento obsah při vytvářeńı nové hlavy přesunut do druhé komponenty.

Automat M postupně nač́ıtá řetězce o maximálńı délce k symbol̊u (terminálńı segmenty). Po
načteńı každého terminálńıho segmentu simuluje jak redukce uvnitř sloupce, tak i redukce na
hranićıch, kde mohla být aplikována pravidla z G kontextovým zp̊usobem. Přitom jsou redukce
na pravé hranici sloupce zaznamenávány ve čtvrté komponentě stavu automatu. Před načteńım
daľśıho terminálńıho segmentu je zaznamenaný řetězec přesunut do druhé komponenty stavu
a v následuj́ıćım sloupci je provedena kontrola, při jej́ımž úspěšném dokončeńı dojde k vyprázdněńı
druhé komponenty stavu automatu. Po úspěšné redukci aktuálńıho sloupce je ustavena nová hlava
a načten daľśı terminálńı segment. Pokud je vstupńı řetězec zcela přečten, jsou provedeny všechny
zbylé redukce a prvńı a třet́ı komponenta stavu automatu jsou si rovny, M přecháźı do koncového
stavu a vstupńı řetězec je přijat. �

Př.: Stejně jako v předchoźıch d̊ukazech si uvedeme i zde praktický př́ıklad, na kterém bude vidět
princip činnosti konečného automatu přij́ımaj́ıćıho jazyk definovaný gramatikou s vertikálńımi
omezeńımi danými větou 3.1. Uvažujme tedy gramatiku v Kurodově normálńı formě

G = (V, T, P, A),

kde:
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• V = {A, B, C,D, E,G,H, P, Q, b, g, p, q}

• T = {b, g, p, q}

• P = {
A → BC,
C → DE,
DE → GH,
H → HG,
HG → PQ,
B → b,
G → g,
P → p,
Q → q
}

• startovaćı symbol gramatiky je A ∈ (V − T )

Dále uvažujme následuj́ıćı derivaci v této gramatice, která generuje větu bgpq.

A
⇒ BC [A → BC]
⇒ BDE [C → DE]
⇒ BGH [DE → GH]
⇒ BGHG [H → HG]
⇒ bGHG [B → b]
⇒ bgHG [G → g]
⇒ bgPQ [HG → PQ]
⇒ bgpQ [P → p]
⇒ bgpq [Q → q]

Omezme maximálńı š́ıřku sloupce na k = 2 a maximálńı počet kontextových derivaćı na hranici
na l = 1 a zkonstruujme konečný automat

M = (Q, T,R, 〈A, ε, ε, ε〉, {f}),

který simuluje derivace v gramatice G. Vzhledem k vysoké složitosti konstrukce takovéhoto konečné-
ho automatu a vzhledem k neúměrně velkému počtu přechodových pravidel a stav̊u, které jsou kon-
strukćı generovány, uvedeme pouze nezbytně nutné stavy a přechodová pravidla pro náš př́ıklad. U
každého přechodového pravidla nav́ıc uvedeme č́ıslo bodu konstrukce, podle kterého bylo vytvořeno,
a odpov́ıdaj́ıćı přepisovaćı pravidlo z G.

• Q = {

〈A, ε, ε, ε〉, 〈A, ε, b, ε〉, 〈A, ε, B, ε〉,
〈C, ε, ε, ε〉, 〈C, ε, g, ε〉, 〈C, ε,G, ε〉,
〈C, ε, D,DE → GH〉, 〈E, DE → GH, ε, ε〉, 〈E, DE → GH, pq, ε〉,
〈E, DE → GH, pQ, ε〉, 〈E, DE → GH,PQ, ε〉, 〈E, DE → GH, HG, ε〉,
〈E, DE → GH,H, ε〉, 〈E, ε, E, ε〉, f, . . .

}

• R obsahuje (mimo daľśıch zde neuvedených) tato pravidla:
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Označeńı Pravidlo Odp. prav. z G

I-1 〈A, ε, ε, ε〉b → 〈A, ε, b, ε〉 —
II-1 〈A, ε, b, ε〉 → 〈A, ε, B, ε〉 B → b
IVb-1 〈A, ε, B, ε〉 → 〈C, ε, ε, ε〉 A → BC
I-2 〈C, ε, ε, ε〉g → 〈C, ε, g, ε〉 —
II-2 〈C, ε, g, ε〉 → 〈C, ε, G, ε〉 G → g
IIIa 〈C, ε, G, ε〉 → 〈C, ε, D,DE → GH〉 DE → GH
IVb-2 〈C, ε, D,DE → GH〉 → 〈E, DE → GH, ε, ε〉 C → DE
I-3 〈E, DE → GH, ε, ε〉pq → 〈E, DE → GH, pq, ε〉 —
II-3 〈E, DE → GH, pq, ε〉 → 〈E, DE → GH, pQ, ε〉 Q → q
II-4 〈E, DE → GH, pQ, ε〉 → 〈E, DE → GH,PQ, ε〉 P → p
IIIc 〈E, DE → GH,PQ, ε〉 → 〈E, DE → GH,HG, ε〉 HG → PQ
IVa 〈E, DE → GH, HG, ε〉 → 〈E, DE → GH,H, ε〉 H → HG
IIIb 〈E, DE → GH, H, ε〉 → 〈E, ε, E, ε〉 DE → GH
V 〈E, ε, E, ε〉 → f —

Označováńı jednotlivých přechodových pravidel je provedeno podle následuj́ıćı konvence. Řı́m-
ská část popř. ř́ımská část společně s ṕısmenem označuje konkrétńı bod konstrukce, ve kterém
jsou pravidla tohoto tvaru konstruována. Arabská č́ıslice (pokud je uvedena) rozlǐsuje v́ıce
pravidel zkonstruovaných v tomtéž bodu konstrukce.

Nyńı máme zkonstruovaný konečný automat a m̊užeme si tedy uvést posloupnost přechod̊u, kterou
je přijat řetězec bgpq. Jednotlivé kroky stručně okomentujeme.

〈A, ε, ε, ε〉bgpq
` 〈A, ε, b, ε〉gpq I-1 načteńı b ze vstupńı pásky (1. term. segment)
` 〈A, ε, B, ε〉gpq II-1 redukce podle B → b
` 〈C, ε, ε, ε〉gpq IVb-1 ustaveńı nové hlavy podle A → BC
` 〈C, ε, g, ε〉pq I-2 načteńı g ze vstupńı pásky
` 〈C, ε, G, ε〉pq II-2 redukce podle G → g
` 〈C, ε, D,DE → GH〉pq IIIa viz Komentář 1 ńı̌ze
` 〈E, DE → GH, ε, ε〉pq IVb-2 ustaveńı nové hlavy podle C → DE
` 〈E, DE → GH, pq, ε〉 I-3 načteńı pq ze vstupńı pásky
` 〈E, DE → GH, pQ, ε〉 II-3 redukce podle Q → q
` 〈E, DE → GH,PQ, ε〉 II-4 redukce podle P → p
` 〈E, DE → GH,HG, ε〉 IIIc redukce podle HG → PQ uvnitř sloupce (!)
` 〈E, DE → GH,H, ε〉 IVa redukce podle H → HG uvnitř sloupce (!)
` 〈E, ε, E, ε〉 IIIb viz Komentář 2 ńı̌ze
` f V viz Komentář 3 ńı̌ze

Komentář 1: simulace prvńı části aplikace kontextového pravidla DE → GH (redukce G na D)
a uložeńı tohoto pravidla do čtvrté komponenty stavu automatu

Komentář 2: simulace druhé části aplikace kontextového pravidla DE → GH (redukce H na E
a zároveň i kontrola odebráńım tohoto pravidla z počátku řetězce ve druhé komponentě stavu)

Komentář 3: přechod do koncového stavu a úspěšný konec simulace (přijet́ı řetězce)

V uvedeném př́ıkladu byla simulována derivace z gramatiky G, která byla tvořena třemi sloupci.
Prvńı resp. druhý sloupec vznikl načteńım terminálńıho segmentu b resp. g. Třet́ı sloupec vznikl
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načteńım posledńıho terminálńıho segmentu pq. Zde je potřeba zd̊uraznit, že je celý proces nede-
terministický. Pokud by v některé z konfiguraćı nebylo aplikovatelné žádné přechodové pravidlo,
celá simulace by byla zablokována a vstupńı řetězec by nebyl přijat. Přij́ımáńı jazyka generovaného
gramatikou G by pak bylo zajǐstěno jiným automatem, s jiným počtem a š́ıřemi sloupc̊u, př́ıpadně
horńı hranićı počtu aplikaćı kontextových pravidel na hranici. Jedinou podmı́nkou je, že maximálńı
š́ıře sloupc̊u a maximálńı počet aplikaćı kontextových pravidel na hranici muśı být konečné.
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Kapitola 4

Bezkontextové gramatiky nad volnými
grupami s redukovaným počtem
nonterminál̊u

V této kapitole budeme studovat daľśı nový model pro popis formálńıch jazyk̊u, který je založený
na bezkontextových gramatikách. Ukážeme, že velmi jednoduchou a přirozenou modifikaćı bezkon-
textové gramatiky lze výrazně zvýšit jej́ı vyjadřovaćı schopnosti. Jak již název kapitoly napov́ıdá,
tyto gramatiky maj́ı rovněž omezen počet nonterminálńıch symbol̊u—přesněji řečeno, bude jich
právě osm.

Poznamenejme, že bezkontextové gramatiky nad volnými grupami jsou rovněž studovány v [3]
a v [4], kde je popisována jejich neredukovaná varianta. Kromě toho je však ukázáno, že podobný
př́ıstup je aplikovatelný i v př́ıpadě E0L gramatik, které pracuj́ı na rozd́ıl od běžných bezkontex-
tových gramatik paralelně.

Již v kapitole 3.1 jsme definovali gramatiky Chomského hierarchie a relaci př́ımé derivace
v těchto gramatikách. Přestože se bezkontextová gramatika nad volnou grupou téměř nelǐśı od
běžné bezkontextové gramatiky, uvedeme si zde jej́ı úplnou definici včetně definic daľśıch souvi-
sej́ıćıch pojmů.

4.1 Základńı definice

Definice 4.1 — bezkontextová gramatika nad volnou grupou s redukovaným počtem
nonterminál̊u Bezkontextová gramatika nad volnou grupou s redukovaným počtem nonterminál̊u
(dále jen CF◦R gramatika podle anglického označeńı context-free—reduced, kde ◦ vyjadřuje skuteč-
nost, že je gramatika definována nad volnou grupou) je čtveřice

G = (V, T, P, S),

kde

• V je konečná abeceda nazývaná jako úplná abeceda gramatiky G

• T ⊂ V je abeceda terminálńıch symbol̊u

• N = V − T = {S, S, 0, 0, 1, 1, 2, 2} je abeceda nonterminálńıch symbol̊u

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel tvaru

A → α,
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kde A ∈ N a α ∈ V ◦ (připomeňme, že V ◦ je volná grupa generovaná abecedou V a operaćı
konkatenace)

• S ∈ N je startovaćı symbol

Protože tato gramatika definuje věty jazyka systematickou aplikaćı jednotlivých přepisovaćıch
pravidel, definujme si zde jej́ı relaci př́ımé derivace a derivace.

Definice 4.2 — př́ımá derivace Necht’ G = (V, T, P, S) je CF◦R gramatika a necht’ λ, µ ∈ V ◦

jsou řetězce takové, že
λ = αAβ

a
µ = αγβ.

Jestliže A → γ ∈ P , pak mezi řetězci λ a µ plat́ı relace ◦ ⇒ nazvaná př́ımá derivace, ṕı̌seme

λ ◦⇒ µ[A → γ]

nebo stručněji λ ◦⇒ µ a ř́ıkáme, že µ lze př́ımo derivovat z λ v G.

Definice 4.3 — derivace Necht’ G = (V, T, P, S) je CF◦R gramatika.

1. pro každé u ∈ V ◦ plat́ı u ◦⇒0 u[ε] (identita)

2. necht’ u0, . . . , un ∈ V ◦, pro n ≥ 1 a ui−1 ◦⇒ ui[pi], kde pi ∈ P pro i = 1, 2, . . . , n, tedy

u0 ◦⇒ u1[p1] ◦⇒ u2[p2] ◦⇒ . . . ◦⇒ un[pn];

tuto posloupnost př́ımých derivaćı v G nazýváme derivaćı délky n a ṕı̌seme

u0 ◦⇒n un[p1p2 . . . pn]

nebo stručněji u0 ◦⇒n un

Relace ◦⇒n představuje n−tou mocninu relace ◦⇒. Za tohoto předpokladu potom definujeme
relace ◦⇒+, pokud n ≥ 1 a ◦⇒∗, pokud n ≥ 0, které reprezentuj́ı tranzitivńı uzávěr a reflexivńı
a tranzitivńı uzávěr relace ◦⇒ v tomto pořad́ı.

Definice 4.4 — větná forma, věta Necht’ G = (V, T, P, S) je CF◦R gramatika. Plat́ı-li v G
derivace

S ◦⇒∗ α

pro nějaké α ∈ V ◦, nazývá se α větnou formou. Pokud α ∈ T ◦, nazývá se věta.

Definice 4.5 — jazyk generovaný CF◦R gramatikou Necht’ G = (V, T, P, S) je CF◦R
gramatika. Jazyk L(G)◦ generovaný touto gramatikou je definován jako

L(G)◦ = {w ∈ T ◦|S ◦⇒∗ w}.

Srovnáme-li tyto definice s definicemi 3.1 a 3.2 z kapitoly 3.1.1 a s definicemi z kapitoly 3.1.2,
najdeme pouze dvě odlǐsnosti od běžných bezkontextových gramatik. Tou prvńı a zcela zásadńı
je skutečnost, že jsou veškeré derivace v CF◦R gramatice definovány nad volnou grupou V ◦

generovanou abecedou V mı́sto nad volným monoidem V ∗. Druhá odlǐsnost je pouze formálńıho
rázu. Abychom zd̊uraznili, že je derivace prováděna nad volnou grupou, znač́ıme relaci př́ımé
derivace, derivaci délky n, tranzitivńı uzávěr ralace př́ımé derivace a reflexivńı a tranzitivńı uzávěr
relace př́ımé derivace postupně symboly ◦⇒, ◦⇒n, ◦⇒+ a ◦⇒∗.
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4.2 Vyjadřovaćı śıla

Ještě než přejdeme k hlavńımu d̊ukazu demonstruj́ıćımu vyjadřovaćı schopnosti CF◦R gramatik,
je nutné uvést následuj́ıćı pomocnou větu, na ńıž se budeme v daľśım d̊ukazu odvolávat.

Lemma 4.1 Pro každou gramatiku H = (V, T, P, S) typu 0 existuje ekvivalentńı gramatika
G = (VG, T, PG, S) typu 0 taková, že každé pravidlo v PG má jeden z následuj́ıćıch tvar̊u:

1. AB → CD, kde A 6= C

2. A → BC, kde A 6= B

3. A → x

Přitom VG = NG ∪ T , A, B, C,D ∈ NG a x ∈ T ∪ {ε}.

D̊ukaz

Necht’ H = (V, T, P, S) je gramatika, N = V − T . Bez ztráty obecnosti předpokládejme, že H je
v Kurodově normálńı formě. Definujme gramatiku G = (VG, T, PG, S), VG = NG∪T , kde NG a PG

jsou zkonstruovány následovně:

a) přǐrad’ NG = N a přidej všechna pravidla z P , která splňuj́ı body 1 až 3, do PG

b) pro každé AB → AD ∈ P , přidej AB → A′D′, A′D′ → AD do PG a A′, D′ to NG, kde A′

a D′ jsou dva nové nonterminály

c) pro každé A → AB ∈ P , přidej A → A′B′, A′B′ → AB do PG a A′, B′ do NG, kde A′ a B′

jsou dva nové nonterminály

Formálńı d̊ukaz, že H a G jsou ekvivalentńı je jednoduchý a ponecháme jej na čtenáři. �

Nyńı již můžeme uvést větu týkaj́ıćı se vyjadřovaćıch schopnost́ı CF◦R gramatik, jej́ıž d̊ukaz
zároveň představuje hlavńı výsledek této kapitoly.

Věta 4.2 CF◦R=RE

D̊ukaz

Necht’ G = (V, T, P, S) je gramatika typu 0, N = V − T . Bez ztráty obecnosti předpokládejme, že
G splňuje Lemmat 1 a Je tedy zároveň i v Kurodově normálńı formě.

Konstrukce. Zkonstruujme CF◦R gramatiku

Γ = (VΓ, T, PΓ, SΓ),

kde
NΓ = VΓ − T = {SΓ, SΓ, 0, 0, 1, 1, 2, 2}.

Pro daľśı d̊ukaz tǐse předpokládáme, že abeceda terminál̊u T gramatiky Γ obsahuje ke každému
terminálńımu symbolu i jeho inverzńı variantu, která je vynucena volnou grupou. Přesto ji budeme
dále značit symbolem T . Č́ımž zároveň zd̊urazńıme, že jazyk generovaný gramatikou Γ je definován
nad symboly stejné abecedy jako je tomu u gramatiky G.
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Definujme nyńı injektivńı zobrazeńı

g : N → {0, 1}n

a
h : N → {0, 1}2n

taková, že
h(A) = g(A)rev(g(A)),

kde A ∈ N a
n = dlog2(card(N))e.

Poznamenejme, že inverzńı symboly k 0, 1, 2 ∈ NΓ jsou 0, 1, 2 ∈ NΓ v tomto pořad́ı. Jestliže

h(A) = a1 . . . anan . . . a1,

ai ∈ {0, 1} pro i = 1, 2, . . . , n, n ≥ 1, pak

h(A) = a1 . . . anan . . . a1.

Množina přepisovaćıch pravidel PΓ je zkonstruována následovně:

I. přidej SΓ → h(S)2 do PΓ

II. pro každé AB → CD ∈ P přidej 2 → h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do PΓ

III. pro každé A → BC ∈ P přidej 2 → h(A)22h(B)2h(C)2 do PΓ

IV. pro každé A → x ∈ P přidej 2 → h(A)x do PΓ

Zde plat́ı, že A, B, C,D ∈ N a x ∈ T ∪ {ε}. Konstrukce gramatiky Γ je nyńı kompletńı.

Hlavńı myšlenka. Γ binárńım zp̊usobem kóduje nonterminály z G a simuluje aplikace bezkontex-
tových pravidel tvaru A → BC z G (viz III) tak, že přepisuje symbol 2, který následuje h(A), na
h(A)22h(B)2h(C)2. Výsledkem tohoto kroku je podřetězec h(A)h(A) vygenerovaný v nové větné
formě. Tento (korektńı) tvar je vymazán redukćı volné grupy. Jakýkoliv jiný tvar—to jest odlǐsný
od tvaru h(A)h(A)—nemůže být t́ımto zp̊usobem eliminován, takže neńı možné vygenerovat plat-
nou větu jazyka. Γ simuluje analogicky aplikace pravidel tvaru A → x z bodu IV. Podobným
zp̊usobem jsou v Γ simulovány i aplikace pravidel tvaru AB → CD (viz II). V tomto př́ıpadě
je však přepsán symbol 2, který následuje podřetězec h(A)2h(B), na řetězec zač́ınaj́ıćı inverzńım
binárńım kódem obou přepisovaných nonterminál̊u h(B)2h(A). �

Př.: Stejně jako v předchoźıch d̊ukazech si i zde uvedeme před rigorózńım d̊ukazem konkrétńı
př́ıklad. Jako výchoźı gramatiku pro konstrukci CF◦R gramatiky uvažujme gramatiku

G = (V, T, P, S)

v Kurodově normálńı formě, kde

• V = {B, C, G, P, Q, R, S, X, Y, Z, x, y, z}

• T = {x, y, z}

• P = {
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S → XP , P → Y Z, S → XQ, Q → GR,
R → BZ, GB → SB, ZB → CZ, CZ → BZ,
Y B → Y Y , X → x, Y → y, Z → z

}

• startovaćı symbol gramatiky je S

Tato gramatika je jǐz v Kurodově normálńı formě a generuje známý jazyk xiyizi, kde i ≥ 1, který
neńı bezkontextový. Snadno ověř́ıme, že G rovněž splňuje podmı́nky dané Lemmatem 4.1.

Nyńı zkonstruujeme CF◦R gramatiku

Γ = (VΓ, T, PΓ, SΓ).

Úplná abeceda této gramatiky je tvořena množinou

VΓ = {SΓ, SΓ, 0, 0, 1, 1, 2, 2, x, y, z, x, y, z}.

Množina nonterminálńıch symbol̊u gramatiky Γ je pak definována jako

NΓ = VΓ − T = {SΓ, SΓ, 0, 0, 1, 1, 2, 2}.

Délku binárńıch kódových slov pro jednotlivé nonterminálńı symboly p̊uvodńı gramatiky vypoč́ıtáme
podle vztahu

n = dlog2(card(V − T ))e = dlog2(10)e = 4

Zobrazeńı g : N → {0, 1} definujme v následuj́ıćı tabulce.

g(B) = 0001
g(G) = 0011
g(Q) = 0101
g(S) = 0111
g(Y ) = 1001

g(C) = 0010
g(P ) = 0100
g(R) = 0110
g(X) = 1000
g(Z) = 1010

Zobrazeńı h : N → {0, 1}2n a h : N → {0, 1}2n jǐz definuj́ı samotná kódová slova pro jednotlivé
nonterminálńı symboly z gramatiky G a jejich inverzńı varianty a jsou uvedena v daľśı tabulce.

h(B) = 00011000
h(C) = 00100100
h(G) = 00111100
h(P ) = 01000010
h(Q) = 01011010
h(R) = 01100110
h(S) = 01111110
h(X) = 10000001
h(Y ) = 10011001
h(Z) = 10100101

h(B) = 00011000

h(C) = 00100100

h(G) = 00111100

h(P ) = 01000010

h(Q) = 01011010

h(R) = 01100110

h(S) = 01111110

h(X) = 10000001

h(Y ) = 10011001

h(Z) = 10100101

V tuto chv́ıli máme jǐz připraveno vše potřebné k tomu, abychom mohli zkonstruovat jednotlivá
přepisovaćı pravidla gramatiky Γ. Jejich konstrukce je přehledně uvedena v následuj́ıćı tabulce.
Význam hodnot ve sloupci Označeńı je takový, že ř́ımská část udává č́ıslo kroku konstrukce
a ṕısmeno rozlǐsuje dané pravidlo v rámci jednoho bodu konstrukce. Ve sloupci Odp. pravidlo
z G je uvedeno p̊uvodńı přepisovaćı pravidlo z gramatiky G, podle kterého bylo dané bezkontextové
pravidlo pro gramatiku Γ zkonstruováno. Pro věťśı přehlednost budeme v jednotlivých zkonstruo-
vaných přepisovaćıch pravidlech uvádět oddělovaćı nonterminál 2 tučným ṕısmem.
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Označeńı Pravidlo Odp. pravidlo z G

Ia SΓ → 011111102 —

IIa 2 → 0001100020011110022011111102000110002 GB → SB
IIb 2 → 0001100021010010122001001002101001012 ZB → CZ
IIc 2 → 1010010120010010022000110002101001012 CZ → BZ
IId 2 → 0001100021001100122100110012100110012 Y B → Y Y

IIIa 2 → 0111111022100000012010000102 S → XP
IIIb 2 → 0100001022100110012101001012 P → Y Z
IIIc 2 → 0111111022100000012010110102 S → XQ
IIId 2 → 0101101022001111002011001102 Q → GR
IIIe 2 → 0110011022000110002101001012 R → BZ

IVa 2 → 10000001x X → x
IVb 2 → 10011001y Y → y
IVc 2 → 10100101z Z → z

Vynegerujme nyńı větu xxyyzz. Následuj́ıćı posloupnost představuje derivaci této věty v p̊uvodńı
gramatice G.

S
⇒ XQ [S → XQ]
⇒ XGR [Q → GR]
⇒ XGBZ [R → BZ]
⇒ XSBZ [GB → SB]
⇒ XXPBZ [S → XP ]
⇒ XXY ZBZ [P → Y Z]
⇒ XXY CZZ [ZB → CZ]
⇒ XXY BZZ [CZ → BZ]
⇒ XXY Y ZZ [Y B → Y Y ]
⇒ xXY Y ZZ [X → x]
⇒ xxY Y ZZ [X → x]
⇒ xxyY ZZ [Y → y]
⇒ xxyyZZ [Y → y]
⇒ xxyyzZ [Z → z]
⇒ xxyyzz [Z → z]

Nyńı vygenerujeme stejnou větu dř́ıve zkonstruovanou CF◦R gramatikou Γ. Vpravo od každé
větné formy uvedeme bud’ označeńı přepisovaćıho pravidla, pomoćı kterého byla daná větná forma
vygenerována, nebo ”redukce”, pokud byla větná forma źıskána z předchoźı větné formy redukćı
inverzńıch podřetězc̊u s využit́ım vlastnosti volné grupy.
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SΓ

⇒ 011111102 Ia
⇒ 011111100111111022100000012010110102 IIIc
= 100000012010110102 redukce
⇒ 100000012010110100101101022001111002011001102 IIId
= 100000012001111002011001102 redukce
⇒ 100000012001111002011001100110011022000110002101001012 IIIe
= 100000012001111002000110002101001012 redukce
⇒ 100000012001111002000110000001100020011110022011111102

000110002101001012 IIa
= 100000012011111102000110002101001012 redukce
⇒ 100000012011111100111111022100000012010000102000110002

101001012 IIIa
= 100000012100000012010000102000110002101001012 redukce
⇒ 100000012100000012010000100100001022100110012101001012

000110002101001012 IIIb
= 100000012100000012100110012101001012000110002101001012 redukce
⇒ 100000012100000012100110012101001012000110000001100021010010122

001001002101001012101001012 IIb
= 100000012100000012100110012001001002101001012101001012 redukce
⇒ 100000012100000012100110012001001002101001011010010120010010022

000110002101001012101001012 IIc
= 100000012100000012100110012000110002101001012101001012 redukce
⇒ 100000012100000012100110012000110000001100021001100122100110012

100110012101001012101001012 IId
= 100000012100000012100110012100110012101001012101001012 redukce
⇒ 1000000110000001x100000012100110012100110012101001012101001012 IVa
= x100000012100110012100110012101001012101001012 redukce
⇒ x1000000110000001x100110012100110012101001012101001012 IVa
= xx100110012100110012101001012101001012 redukce
⇒ xx1001100110011001y100110012101001012101001012 IVb
= xxy100110012101001012101001012 redukce
⇒ xxy1001100110011001y101001012101001012 IVb
= xxyy101001012101001012 redukce
⇒ xxyy1010010110100101z101001012 IVc
= xxyyz101001012 redukce
⇒ xxyyz1010010110100101z IVc
= xxyyzz redukce

Výše uvedená derivace je na prvńı pohled mnohem složitěǰśı. Přehlednost ub́ırá zejména kódováńı
nonterminálńıch symbol̊u binárńımi řetězci. Vzhledem k tomu, že každý nonterminálńı symbol
z p̊uvodńı gramatiky G je v Γ reprezentován binárńım řetězcem o délce osm symbol̊u, zvyšuje se
výrazným zp̊usobem i prostorová složitost. Nesporné však je, že derivace byla provedena pouze
s využit́ım bezkontextových pravidel. D̊uležitou roli v jejich aplikaci hraje volbá správného symbolu
2, který má být přepsán. Jedině tak je zajǐstěna korektńı redukce vzniklých inverzńıch podřetězc̊u.
Pokud by byl pro přepis zvolen nesprávný symbol, vzniklý inverzńı podřetězec by nemohl být redukćı
zcela odstraněn a z takto źıskané větné formy by jǐz nebylo možné vygenerovat platnou větu jazyka.
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Kapitola 5

Možnosti praktického uplatněńı
studovaných model̊u

Přestože patř́ı studovaná témata sṕı̌se do teoretické oblasti, zkusme se v této kapitole zamyslet
nad př́ıpadnými možnostmi praktického uplatněńı představených formálńıch model̊u. Každému
takovému uplatněńı však muśı nutně předcházet výzkum týkaj́ıćı se nalezeńı vhodné oblasti pro
uplatněńı a použitého př́ıstupu pro praktické nasazeńı. Berme tedy tuto kapitolu pouze jako náčrt
možných aplikaćı a inspiraci pro daľśı výzkum.

Studované formálńı modely můžeme podle zjǐstěných vyjadřovaćıch schopnost́ı rozdělit do dvou
skupin. Prvńı skupinu budou tvořit oboustranné zásobńıkové automaty a bezkontextové grama-
tiky nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u, které generuj́ı tř́ıdu rekurźıvně
vyč́ıslitelných jazyk̊u. Ve druhé skupině budou vertikálně omezené gramatiky, jejichž generativńı
śıla pokrývá pouze tř́ıdu regulárńıch jazyk̊u.

Oblast teoretické informatiky a formálńıch jazyk̊u poskytuje silný matematický základ pro obor
překladač̊u. Jako prvńı se tedy nab́ıźı uplatněńı právě v překladač́ıch. Bezkontextové gramatiky
nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u mohou být použity jako prostředek
pro syntaktickou analýzu shora dol̊u, kdy postupujeme od startovaćıho nonterminálu a snaž́ıme se
naj́ıt zp̊usob (pořad́ı a mı́sta aplikaćı jednotlivých přepisovaćıch pravidel) vedoućı k vygenerováńı
požadované věty jazyka. Velkou výhodou těchto gramatik je skutečnost, že obsahuj́ı pouze bez-
kontextová přepisovaćı pravidla. Binárńı zakódováńı jednotlivých nonterminálńıch symbol̊u nav́ıc
poskytuje možnost využ́ıt nejnižš́ı jednotky pro zobrazeńı v poč́ıtač́ıch—bity—a t́ım redukovat
pamět’ovou náročnost pro uchováńı jednotlivých větných forem. Nevýhodou je zde nedeterminis-
tický př́ıstup. Konstrukce syntaktického analyzátoru by mohla být proto nejprve zaměřena na
takové jazyky, které je možné generovat deterministicky. S t́ım však souviśı nalezeńı algoritmu,
který by určoval aplikovatelné přepisovaćı pravidlo a současně i pozici nonterminálńıho symbolu
v aktuálńı větné formě, který by byl t́ımto pravidlem přepsán a jehož přepisem by nedošlo k za-
blokováńı derivace z d̊uvodu nemožnosti redukce vzniklých inverzńıch podřetězc̊u. Takovýto al-
goritmus by musel být založen na pr̊uchodu celou větnou formou, nebot’ každé binárńı kódové
slovo jednoho nonterminálńıho symbolu v p̊uvodńı gramatice je od ostatńıch odděleno symbolem
2, který jako jediný může být ve větné formě přepsán. Počet kódových slov ve větné formě je tedy
shodný s počtem těchto dvojek, které mohou být přepsány a tud́ıž v každém derivačńım kroku
je minimálně právě tolik možnost́ı aplikace libovolného přepisovaćıho pravidla. Většina aplikaćı
však nemá smysl právě z d̊uvodu nemožnosti následné redukce vzniklých inverzńıch podřetězc̊u.
Otázkou však z̊ustává, zda tento algoritmus svoji časovou složitost́ı nezat́ıž́ı celý syntaktický ana-
lyzátor nad přijatelnou mez.

Uplatněńı těchto gramatik však nemuśı být pouze v teorii formálńıch jazyk̊u, nebo v oblasti
překladač̊u. Ćılem nemuśı být ani generováńı konkrétńıho jazyka. V některých př́ıpadech může
být žádoućı provádět prostou simulaci vývoje nebo r̊ustu organismů, krystal̊u, a podobně. V che-
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mii by mohlo být př́ınosné použ́ıt tyto gramatiky pro simulaci r̊uzných chemických reakćı na
úrovni molekul př́ıpadně sloučenin vzájemně se ovlivňuj́ıćıch. Inverzńı vlastnost volné grupy by
zde zajǐst’ovala např. neutralizačńı reakci dvou látek, k jejichž spojeńı by v dané struktuře došlo.
Vzhledem k zákonu zachováńı energie však neńı možné, aby dva prvky zcela vymizely jako je tomu
v našich gramatikách. Můžeme však uvažovat, že se např. kapalné skupenstv́ı určitého prvku měńı
na plynné, př́ıpadně vzniká jiná forma energie, jako je např. teplo. Změna tohoto skupenstv́ı by
byla simulována právě redukćı na úrovni volné grupy tak, že nové skupenstv́ı nebo vzniklé teplo
by v daľśı části simulace již nebylo uvažováno. Konkrétńı reprezentace takovýchto experiment̊u
by však již záležela na chemićıch, kteř́ı by mohli tyto gramatiky přizp̊usobit svým požadavk̊um.

Daľśı formálńı model—oboustranné zásobńıkové automaty a jejich varianta s redukovaným
počtem zásobńıkových symbol̊u—by mohly nalézt uplatnéńı pro syntaktický analyzátor zdola na-
horu. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě by i zde mohlo být využit́ı binárńıch kód̊u jednotlivých
symbol̊u na zásobńıku směřováno na co největš́ı úsporu paměti využit́ım bitové reprezentace ob-
sahu zásobńıku. V tomto př́ıpadě by bylo jednodušš́ı omezit se pouze na deterministické vari-
anty automat̊u. Otázkou z̊ustává, jak by byla t́ımto omezeńım změněna vyjadřovaćı śıla. Je však
naděje, že uplatněńı oboustranných zásobńıkových automat̊u pro syntaktickou analýzu může zvýšit
schopnosti analyzátoru postaveného na běžném zásobńıkovém automatu. Pro zjǐstěńı konkrétńıch
vlastnost́ı však bude nutný daľśı výzkum, který již přesahuje možnosti této práce.

Nyńı se zkusme zamyslet nad možnostmi praktického uplatněńı posledńıho formálńıho modelu
(vertikálně omezené gramatiky v Kurodově normálńı formě), který má však nejnižš́ı vyjadřovaćı
shopnosti ze všech model̊u studovaných v této práci. Jak bylo dokázáno, śıla gramatik omezených
popsaným vertikálńım zp̊usobem byla radikálně sńıžena až na úroveň regulárńıch jazyk̊u. Prin-
cip činnosti těchto gramatik je však ve srovnáńı s ostatńımi modely se stejnými vyjadřovaćımi
schopnostmi (regulárńı gramatiky, konečné automaty) poměrně složitý a pro praktické uplatněńı
zdánlivě nepoužitelný. Vzhledem k tomu, že jsme přesně určili vyjadřovaćı schopnosti grama-
tik omezených t́ımto zp̊usobem, můžeme je použ́ıt pro dokazováńı vlastnost́ı jiných jazyk̊u. Pokud
bychom pro daný jazyk zkonstruovali gramatiku v Kurodově normálńı formě s těmito vlastnostmi,
zároveň t́ım dokážeme, že je uvedený jazyk regulárńı. To může být výhodné zejména tam, kde je
daný jazyk natolik složitý, že by př́ımá konstrukce konečného automatu př́ıpadně regulárńı gra-
matiky byla neúměrně náročná. Sestrojeńım vertikálně omezené gramatiky v Kurodově normálńı
formě dokážeme, že je daný jazyk skutečně regulárńı a podle uvedené konstrukce můžeme zkon-
struovat i konečný automat, který jej přij́ımá.

Poznamenejme, že výše uvedené skutečnosti představuj́ı velmi hrubé náčrty možných prak-
tických aplikaćı. Nesmı́me však zapomenout, že k jejich realizaci může vést daľśı náročný výzkum.
Uvedené nápady však mohou posloužit jako vhodná inspirace pro daľśı bádáńı.
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Kapitola 6

Závěr

V současné teorii formálńıch jazyk̊u existuje nesčetné množstv́ı r̊uzných formálńıch model̊u pro
popis jazyk̊u. Některé jsou staré několik deśıtek let a staly se již jakýmisi základńımi modely pro
popis zejména programovaćıch jazyk̊u. Z těchto model̊u však stále ještě vznikaj́ı daľśı r̊uzné vari-
anty, které zaváděj́ı určité daľśı prvky do těchto model̊u, př́ıpadně je r̊uznými zp̊usoby modifikuj́ı.
Většina těchto modifikaćı je motivována zvýšeńım vyjadřovaćı śıly p̊uvodńıho modelu.

My na tento trend částečně navazujeme a představujeme daľśı nové modely, které jsou modi-
fikaćı některých model̊u stávaj́ıćıch. Shrňme proto na závěr hlavńı výsledky této práce, pokusme
se nast́ınit některé daľśı směry výzkumu v této oblasti a rovněž i možnosti praktického uplatněńı.

6.1 Oboustranné zásobńıkové automaty

Běžný zásobńıkový automat jsme rozš́ı̌rili o možnost odeb́ırat a vkládat symboly z obou jeho
stran. Zásobńık byl t́ımto změněn na oboustrannou frontu, ke které však přistupujeme specifickým
zp̊usobem v tom smyslu, že v každém kroku pracujeme současně s oběma jej́ımi konci. T́ım jsme do
jisté mı́ry rozš́ı̌rili pamět’ové schopnosti běžného zásobńıkového automatu. Jak jsme se již zmı́nili
dř́ıve, má tento př́ıstup několik výhod. Zejména je to celistvost takto definovaného zásobńıku. To
nám otev́ırá možnost definovat zásobńık např. nad volnou grupou a t́ım využ́ıt zejména vlastnosti
inverzńıch prvk̊u. Daľśı výhodou je to, že můžeme takovýto zásobńık jednoduše transformovat na
(jednostrannou) frontu (pouhým omezeńım tvar̊u přechodových pravidel). Vhodným kódováńım
zásobńıkových symbol̊u je pak možné redukovat zásobńıkovou abecedu na pouhé čtyři symboly
a t́ım částečně sńıžit i počet přechodových pravidel. Důkazy týkaj́ıćı se této problematiky potvrzuj́ı,
že automaty tohoto typu maj́ı stejné vyjadřovaćı schopnosti jako má Turing̊uv stroj. Jinými slovy,
jsou schopny definovat celou tř́ıdu rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Kromě toho přij́ımaj́ı každou
větu jazyka s jedinou obrátkou zásobńıku.

6.2 Vertikálńı kontext v obecných gramatikách

V Chomského gramatikách je každý derivačńı krok prováděn pouze s ohledem na kontext v aktuálńı
větné formě. My zavád́ıme zcela nový pohled na derivačńı proces jako celek, kdy sledujeme kromě
běžného kontextu v jediné větné formě (nazvěme jej horizontálńı) i kontext mezi dř́ıve vygene-
rovanými větnými formami—jakýsi vertikálńı kontext. V tomto smyslu zavád́ıme určitá omezeńı
na běžné gramatiky v Kurodově normálńı formě a studujeme vliv použitých omezeńı na genera-
tivńı schopnosti těchto gramatik. S ohledem na omezeńı maximálńı š́ı̌rky segmentu a maximálńıho
počtu kontextových derivaćı na hranici jsme vytvořili nový formálńı model založený na obecných
gramatikách v Kurodově normálńı formě.
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Dokázali jsme, že takováto omezeńı degraduj́ı gramatiky v Kurodově normálńı formě až na
úroveň regulárńıch jazyk̊u, tedy na samé dno Chomského hierarchie.

Zkusme nyńı naznačit některé daľśı možné směry výzkumu vertikálńıho kontextu v obecných
gramatikách. Součást́ı studia vertikálně omezených gramatik bylo i studium daľśıho typu ver-
tikálńıho omezeńı, které však, jak se na samém konci ukázalo, nevedlo k požadovanému ćıli. Jako
výchoźı byly opět použity gramatiky v Kurodově normálńı formě. Maximálńı š́ı̌rka sloupce byla
taktéž omezena stejným zp̊usobem jak bylo popsáno v kapitole 5. Žádným zp̊usobem však ne-
byl omezen počet aplikaćı jednotlivých kontextových přepisovaćıch pravidel na hranićıch sloupc̊u.
Mı́sto toho bylo omezeno jejich pořad́ı tak, že všechny aplikace kontextových přepisovaćıch pravi-
del na hranici i musely být provedeny dř́ıve než kontextové aplikace na hranici i−1 pro i = 2, 3, ....
Původńı domněnka byla ta, že takto omezené gramatiky generuj́ı nekonečnou hierarchii jazyk̊u,
jej́ıž jednotlivé části jsou dány právě počtem sloupc̊u, který je obsažen v každé derivaci. Jako
prostředek pro dokázáńı této skutečnosti byly zvoleny tzv. zásobńıkové automaty s možnost́ı re-
verzace zásobńıku popsané v [6] a [13]. Přestože byl vytvořen algoritmus konstrukce zásobńıkového
automatu tohoto typu pro danou gramatiku, daľśı d̊ukaz již nevedl k potvrzeńı domněnky. Jako
otevřený problém zde proto formulujme myšlenku, že gramatiky v Kurodově normálńı formě ome-
zené t́ımto nebo podobným vertikálńım zp̊usobem pravděpodobně mohou generovat nekonečnou
hierarchii jazyk̊u shodnou s hierarchíı jazyk̊u generovanou zásobńıkovými automaty s možnost́ı
reverzace zásobńıku.

6.3 Bezkontextové gramatiky nad volnými grupami s re-

dukovaným počtem nonterminál̊u

Hlavńı modifikace v tomto př́ıpadě spoč́ıvala v zavedeńı relace př́ımé derivace nad volnými gru-
pami mı́sto nad volnými monoidy, jak bývá obvyklé. Kĺıčovou úlohu v celém derivačńım pro-
cesu hraj́ı inverzńı symboly volné grupy, které umožňuj́ı implicitńı vymazáváńı z větných forem
bez použit́ı kontextových přepisovaćıch pravidel. Pomoćı vhodné konstrukce gramatiky t́ım od-
padá nutnost použit́ı vymazávaćıch kontextových přepisovaćıch pravidel tvaru AB → ε, které
jsou jinak nezbytné. Podobným námětem se zabývaj́ı i autoři [9] nebo [5]. V jejich publikaćıch
však pro zachováńı śıly na úrovni rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u muśı využ́ıt i tato kontextová
přepisovaćı pravidla. Jejich hlavńı ćıl je sṕı̌se orientován na redukci nonterminálńıch symbol̊u
př́ıpadně složitěǰśıch kontextových pravidel, která se snaž́ı nahradit omezeným počtem těch nej-
jednodušš́ıch—např. již zmı́něnými vymazávaćımi.

My jsme však v našich gramatikách dosáhli oboj́ıho. Nejen že jsme vhodným kódováńım zre-
dukovali potřebný počet nonterminálńıch symbol̊u, ale dosáhli jsme i úplného odstraněńı kon-
textových přepisovaćıch pravidel. Každý rekurźıvně vyč́ıslitelný jazyk tedy může být generován
bezkontextovou gramatikou, jej́ıž derivace jsou definovány nad volnou grupou generovanou jej́ı
úplnou abecedou, která obsahuje právě osm nonterminál̊u.
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