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BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGIÍ
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PHD THESIS
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Abstrakt
Tato teoretická dizertačńı práce zastřešuje pod pojmem přepisuj́ıćı systémy formálńı mod-
ely gramatik a automat̊u a zkoumá možnosti jejich kombinováńı. Zobecňuje pojem konfigu-
race pro označeńı vnitřńıho stavu přepisuj́ıćıch systémů a sjednocuje i některé daľśı pojmy
z oblasti gramatik a automat̊u. Dále klasifikuje r̊uzné př́ıstupy k omezováńı přepisuj́ıćıch
systémů s d̊urazem na omezováńı konfiguraćı a posloupnost́ı aplikovaných pravidel. Práce
též představuje pojem dynamická složitost, který se zaměřuje na omezováńı vybraných me-
trik při procesu zpracováváńı věty přepisuj́ıćım systémem.

Hlavńı část práce představuje dva nové kombinované modely (#-přepisuj́ıćı systémy
a redukuj́ıćı hluboké zásobńıkové automaty) a jeden omezovaný systém (zásobńıkové au-
tomaty s omezeným obsahem zásobńıku). V př́ıpadě #-přepisuj́ıćıch systémů bylo nav́ıc
detailněji studováno několik modifikaćı (n-pravě-lineárńı a zobecněné #-přepisuj́ıćı systémy
inspirované Chomského hierarchíı).

V závislosti na zp̊usobu omezováńı prezentuje text výsledky ohledně vyjadřovaćıch
schopnost́ı těchto formálńıch model̊u. Demonstruje také úzký vztah nových i vybraných
existuj́ıćıch kombinovaných, omezovaných a ř́ızených přepisuj́ıćıch systémů. Hlavńım vý-
sledkem jsou nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u definované těmito přepisuj́ıćımi systémy po-
dle parametr̊u omezováńı (konečný index, n-limitovanost, hloubka).

V závěru jsou studovány vlastnosti těchto systémů s úzkou vazbou na praxi. Text zavád́ı
dva z možných zp̊usob̊u definice determinismu a kanoničnosti #-přepisuj́ıćıch systémů a
demonstruje jejich vztah k potencionálńı praktické využitelnosti.

Kĺıčová slova
#-přepisuj́ıćı systém, determinismus, dynamická složitost, formálńı model, jazyk, konečný
index, konfigurace, n-limitovanost, m-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduchá maticová gra-
matika, omezováńı, popisná složitost, programovaná gramatika, redukuj́ıćı hluboký zásobńı-
kový automat, stavová gramatika, ř́ızený přepisuj́ıćı systém, vyjadřovaćı schopnost, tř́ıda
jazyk̊u, zásobńıkový automat s omezeným obsahem zásobńıku



Abstract
This theoretically oriented dissertation discusses rewriting systems, including various au-
tomata and grammars. It concentrates its attention upon their combination. More specifi-
cally, the central role of the present dissertation plays the general notion of a configuration as
an instantaneous description of a rewriting system. Based upon various restrictions placed
upon configurations and rewriting modes, the systems are classified and studied. Apart
from this major topic, the dissertation also discusses dynamic complexity, which is based
upon metrics placed upon the process of yielding strings.

As its fundamental topic, the dissertation discusses #-rewriting system, reducing deep
pushdown automaton, and pushdown automata with restricted pushdowns. In addition,
it studies some variants of #-rewriting systems, including n-right linear and generalized
#-rewriting system. In general, the dissertation demonstrates how the generative power of
the systems under discussion depends upon the restrictions placed upon them. In terms
of dynamic complexity, it discusses a close relationship between various rewriting systems,
including newly introduced systems. As its main result, the dissertation demonstrates sev-
eral infinite hierarchies of language families defined by rewriting systems in dependency on
their restrictions.

The conclusion demonstrates the application-important properties of the systems dis-
cussed in the dissertation. It sketches two new types of determinism and canonical rewriting;
then, it demonstrates their potential practical usage.

Keywords
#-rewriting system, configuration, descriptional complexity, determinism, dynamic com-
plexity, finite index, formal model, generative power, language, language family, n-limitation,
m-parallel n-right-linear simple matrix grammar, programmed grammar, pushdown au-
tomaton with restricted pushdown content, reducing deep pushdown automaton, regulated
rewriting system, restriction, state grammar
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jsem čerpal. Pro ucelenost a systematičnost výkladu jsem uvedl i některé výsledky jiných
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3.1 Zp̊usoby omezováńı přepisuj́ıćıch systémů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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4.1.3 Založené na pravě-lineárńıch pravidlech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Kapitola 1

Úvod

Jednou z výrazně matematicky orientovaných oblast́ı informatiky je teorie formálńıch jazyk̊u.
Důležitost tohoto oboru podtrhuje skutečnost, že každý problém nebo úloha, která lze popsat,
lze popsat pomoćı nějakého jazyka. Základńı princip tohoto popisu využ́ıvá fakt, že každé řešeńı
lze zapsat formou věty nějakého jazyka. Dı́ky tomu lze zp̊usob řešeńı všech problémů unifikovat
na otázku, zda věta reprezentuj́ıćı hledané řešeńı patř́ı do jazyka, který popisuje všechna řešeńı
daného problému. Z tohoto pohledu lze přistupovat k hledáńı řešeńı dvěma zp̊usoby:

a) ověřujeme větu reprezentuj́ıćı řešeńı problému, zda patř́ı do jazyka obsahuj́ıćıho všechna
řešeńı (procedurálńı př́ıstup);

b) popisujeme/hledáme všechna řešeńı daného problému (deklarativńı př́ıstup).

Teorie formálńıch jazyk̊u se zabývá hledáńım zp̊usob̊u, jak řešit problémy popsané formálně
definovaným jazykem, a proto je pro nás př́ınosné naše problémy formálńımi jazyky specifikovat,
nebot’ vlastnosti i zp̊usoby automatického zpracováńı zjǐstěné pro př́ıslušnou tř́ıdu jazyk̊u, ve které
se nacháźı i jazyk našeho problému, lze bezpracně převźıt a využ́ıt. Mezi složitost́ı problému,
složitost́ı popisuj́ıćıho jazyka a složitost́ı jeho zpracováńı je bohužel př́ımá úměra. Např́ıklad popis
přirozeným jazykem s komplikovanou až nejednoznačnou sémantikou bude vždy h̊uře strojově
zpracovatelný než např́ıklad jednoduchý regulárńı výraz popisuj́ıćı identifikátor proměnné.

Jazyk, nositel informace či př́ımo možných řešeńı, je postaven na jednom z nejzákladněǰśıch
matematických pojmů — množině. Jelikož netriviálńı jazyk bývá často nekonečnou množinou,
muśıme mı́t k dispozici formálńı modely pro jeho konečný popis.

Formálńı modely slouž́ı pro přesný matematický popis jazyk̊u a lze je veskrze rozdělit do čtyř
základńıch kategoríı:

• množinový výčet, který je sice přesný, ale značně nepraktický

• množinový konstrukt využ́ıvaj́ıćı seznamu matematicky nebo slovně zapsaných požadavk̊u a
podmı́nek na prvky množiny, tedy věty jazyka, např. {w| w má délku dělitelnou 3, kde w je
libovolná věta nad danou abecedou symbol̊u};

• využit́ı algebraických operaćı pro specifikaci jazyka na základě jiných, již definovaných jazyk̊u,
např. L = L1 ∪ L2, kde L1, L2 jsou jazyky;

• přepisuj́ıćı systémy, kdy definujeme algoritmický mechanismus, jak zpracovávat věty jazyka;
tento př́ıstup je pro praktické použit́ı nejvýznamněǰśı, a je mu proto v teorii formálńıch jazyk̊u
věnována vysoká pozornost; stejně tomu bude i v této práci.
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Přepisuj́ıćı systém pracuje se svým vnitřńım stavem prostřednictv́ım přepisováńı, což je ope-
race nahrazeńı podřetězce vnitřńıho stavu systému jiným řetězcem symbol̊u. Přepisuj́ıćı systém
je definován dvěma základńımi komponentami: úplnou abecedou a konečnou množinou pravidel.
Úplná abeceda obsahuje všechny symboly, které se mohou vyskytnout na vstupu, výstupu nebo
ve vnitřńım stavu přepisuj́ıćıho systému. Množina pravidel pak diktuje povolené změny, potažmo
přepisy, vnitřńıho stavu systému.

Nejčastěji využ́ıvané a zkoumané přepisuj́ıćı systémy jsou gramatiky a automaty.
Z existuj́ıćıch gramatik si vezměme např́ıklad významné bezkontextové gramatiky. Bezkon-

textová gramatika se skládá z úplné abecedy; abecedy terminál̊u, která pouze specializuje
některé symboly úplné abecedy; startuj́ıćıho symbolu; a konečné množiny přepisuj́ıćıch pravidel.
Poč́ınaje startuj́ıćım symbolem gramatika ve vnitřńım stavu (tzv. větná forma) přepisuje pomoćı
pravidel jednotlivé neterminálńı symboly (symboly úplné abecedy, které nejsou terminálńı). T́ımto
přepisováńım gramatika generuje řetězec, až dospěje do řetězce samých terminál̊u. Množina ter-
minálńıch řetězc̊u takto vygenerovaných určuje jazyk generovaný bezkontextovou gramatikou.

Automat naopak pracuje praktičtěǰśım zp̊usobem. Větu jazyka ověřuje postupným čteńım a
zpracováváńım pomoćı přechod̊u ve stavovém ř́ızeńı samotného automatu. Ř́ıkáme, že gramatika
větu generuje a automat ji přij́ımá. Jako př́ıklad zástupce přepisuj́ıćıho systému mezi automaty
uvažujme konečný automat, který obsahuje: konečnou množinu stav̊u, Q, z nichž jeden stav je
definován jako počátečńı a některé jako koncové; abecedu vstupńıch symbol̊u, T , kde Q sjednoceno
s T tvoř́ı úplnou abecedu systému; a množinu pravidel, prostřednictv́ım nichž provád́ı automat
přechody. Během přechodu provede změnu aktuálńıho stavu a přečteńı jednoho vstupńıho sym-
bolu. Pokud konečný automat provede podle svých pravidel posloupnost přechod̊u tak, že začne
v počátečńım stavu, přečte celý vstupńı řetězec a skonč́ı ve stavu koncovém, pak ř́ıkáme, že au-
tomat přij́ımá vstupńı řetězec. Množina všech přij́ımaných řetězc̊u tedy tvoř́ı jazyk definovaný
konečným automatem. Při pohledu na konečný automat jako na přepisuj́ıćı systém je vnitřńı stav
tvořen vstupńım řetězcem a aktuálńım stavem (tzv. konfigurace). Při vhodném zápisu konfigurace
pak při každém přechodu přepisujeme podřetězec skládaj́ıćı se z aktuálńıho stavu a právě čteného
symbolu ze vstupu na řetězec obsahuj́ıćı pouze ćılový stav pravidla (přečtený vstupńı symbol je
t́ımto vymazán).

Kombinováńı gramatik a automat̊u, což jsou, jak jsme si právě demonstrovali, oboj́ı přepisuj́ıćı
systémy, vede bezesporu opět ke konstrukci daľśıho přepisuj́ıćıho systému. Tato práce se mimo
jiné zaměřuje právě na kombinovaný typ přepisuj́ıćıch systémů, který je v teorii formálńıch jazyk̊u
relativně opomı́jený, protože až donedávna se studovaly modifikace gramatik a automat̊u v́ıce méně
zcela odděleně a nezávisle.

Při studiu kombinaćı automat̊u a gramatik je výhodné všechny pojmy a vlastnosti (např. konfi-
gurace, aktivńı a pasivńı symbol, atd.) definovat v kontextu přepisuj́ıćıch systémů, abychom některý
pojem či vlastnosti zbytečně neomezovali pouze na jednu z oblast́ı a sṕı̌se směřovali k unifikaci
těchto dvou základńıch př́ıstup̊u. Např. pojem konfigurace bude použ́ıván obecně pro označováńı
popisu vnitřńıho stavu přepisuj́ıćıho systému, takže i v př́ıpadě gramatiky budeme pojem větné
formy generalizovat na konfiguraci.

Kombinováńı automat̊u a gramatik i sjednoceńı pojmů budeme demonstrovat v rámci celé
práce, ale předevš́ım na dvou nových přepisuj́ıćıch systémech (kapitola 4): #-přepisuj́ıćım systému
a redukuj́ıćım hlubokém zásobńıkovém automatu.

Zaměřeńı této dizertačńı práce je však ještě užš́ı. Většina jazyk̊u i tř́ıd jazyk̊u lze popsat či
charakterizovat v́ıce formálńımi modely či konkrétněji přepisuj́ıćımi systémy. Při výběru vhodného
modelu/systému je proto třeba brát v úvahu jednu d̊uležitou vlastnost — složitost. Složitost se
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studuje prakticky od založeńı teorie formálńıch jazyk̊u a obecně se děĺı na dvě souvisej́ıćı větve:
složitost popisná (neboli statická) a složitost prostorová a časová, jež má sṕı̌se dynamický charakter:

• popisná složitost (Descriptional Complexity) se zabývá prostorovou složitost́ı samotného
popisu jazyka (např. kolik pravidel nebo neterminálńıch symbol̊u je dostačuj́ıćıch pro popis
daného jazyka nebo tř́ıdy jazyk̊u);

• prostorová a časová složitost (Space/Time Complexity) se naopak zaměřuje na efektivitu
zpracováńı vět jazyk̊u, takže význam pro praxi je ještě větš́ı než v prvńım př́ıpadě.

Bohužel prostorová a časová složitost přistupuje k této charakterizaci formálńıch model̊u značně
hrubým zp̊usobem, kdy pouze zjǐst’uj́ı tř́ıdy složitosti (např. asymptotické) daného modelu (např.
nejh̊uře kubická časová složitost přij́ımáńı věty libovolného bezkontextového jazyka v závislosti
na délce věty). Nav́ıc v popisné i prostorové a časové složitosti je trend sice zlepšovat sledované
metriky formálńıho modelu či jeho zp̊usobu práce, ale pokud možno bez ovlivňováńı vyjadřovaćı
śıly zkoumaných model̊u.

My se v této práci pokuśıme o jiný př́ıstup a pod větš́ım drobnohledem se pod́ıváme předevš́ım
na prostorovou složitost. Budeme omezovat některé specifické metriky vztahuj́ıćı se k prostorové
složitosti, a pak budeme studovat źıskané tř́ıdy jazyk̊u definované takto omezenými přepisuj́ıćımi
systémy. Za t́ımto účelem zavedeme v kapitole 3 kromě klasifikace omezováńı přepisuj́ıćıch systémů
i pojem dynamická složitost.

Již v 70. letech 20. stolet́ı se studovaly prvńı ř́ızené gramatiky (např. maticové nebo pro-
gramované). Hlavńı motivaćı pro jejich zavedeńı bylo źıskáńı silněǰśıch vyjadřovaćıch prostředk̊u, a
to pouze d́ıky malé modifikaci tradičńıch a jednoduchých bezkontextových gramatik. Při zobecněńı
pojmu ř́ızeńı se dostaneme k pojmu omezováńı formálńıch model̊u, protože ono ř́ızeńı nám většinou
tento model skutečně omezuje, např. výběr pravidel aplikovatelných v následuj́ıćım kroku u pro-
gramovaných gramatik.

Omezováńı formálńıch model̊u lze opět rozdělit např́ıklad takto:

• omezováńı přepisuj́ıćıch systémů (látka, kterou budeme studovat podrobněji dále);

• omezováńı domény, nad kterou jazyk definujeme (např. mı́sto symbol̊u abecedy můžeme
použ́ıt slova konečného jazyka, nebo mı́sto využit́ı volného monoidu definujeme jazyk pomoćı
volné grupy atp.);

• ostatńı (sem bychom mohli zařadit např́ıklad požadavky na splňováńı r̊uzných algebraických
vlastnost́ı, jako např. uzavřenost jazyka v̊uči substituci apod.)

Nejčastěji je studována právě prvńı varianta, do které patř́ı např́ıklad (1) omezováńı přechod̊u
mezi konfiguracemi nebo př́ımo (2) omezováńı konfiguraćı samotných. Druhý př́ıpad v kontextu
kombinováńı přepisuj́ıćıch systémů potom v této práci tvoř́ı ćılovou oblast studia.

1.1 Přehled kapitol

Předkládaná dizertačńı práce je členěna do 4 část́ı, které se dále děĺı na celkem 7 kapitol:

1. Současný stav (kapitoly 1, 2 a 3)

2. Nové formálńı modely a jejich omezováńı (kapitoly 4 a 5)
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3. Relace k praxi (kapitola 6)

4. Závěr (kapitola 7)

Úvodńı kapitola představuje práci jako celek, včetně hlavńıch motivačńıch aspekt̊u.

V druhé kapitole jsou zopakovány všechny pojmy a definice (od základńıch po pokročilé),
nejen z teorie formálńıch jazyk̊u, použ́ıvaných v následuj́ıćım textu. Kromě toho zobecńıme formou
koncept̊u pojmy z oblasti formálńıch jazyk̊u jako formálńı model, instance a konfigurace. Formálněji
se budeme věnovat definici jednoho sjednocuj́ıćıho formálńıho modelu—přepisuj́ıćıho systému—a
jeho speciálńım variantám: gramatikám a automat̊um. Zd̊urazněme, že následuj́ıćı kapitoly již
obsahuj́ı samotný výzkum autora (neńı-li explicitně řečeno jinak).

Třet́ı kapitola klasifikuje formálńı modely, potažmo přepisuj́ıćı systémy, se zaměřeńım na je-
jich omezováńı. Pojem omezováńı je zde chápán v obecněǰśım kontextu jako úzce spjatý s poj-
mem složitost. Omezováńı formálńıch model̊u zde i z pohledu složitosti děĺıme na statické a
dynamické, př́ıpadně ještě hybridńı. Práce se soustřed́ı na výsledky z oblasti hybridńıho a dy-
namického omezováńı přepisuj́ıćıch systémů, specificky se zaměřuje na omezováńı posloupnosti
použitých přepisuj́ıćıch pravidel a omezováńı konfiguraćı. Na konci kapitoly je vyzdvižen vztah
omezováńı konfiguraćı k časové a hlavně prostorové složitosti a vztah k praktickému fungováńı
přepisuj́ıćıch systémů. Pro specifičtěǰśı zp̊usob práce s prostorovou složitost́ı je zaveden pojem
dynamické složitosti, který studuje prostorovou složitost s d̊urazem na konkrétńı zp̊usoby ome-
zováńı konfiguraćı, jako je např́ıklad limitovanost nebo konečný index. Samozřejmě hranice mezi
omezováńım dynamickým, statickým a předevš́ım hybridńım neńı vždy naprosto patrná, což je
zp̊usobeno principiálńı závislost́ı dynamické složitosti na té statické.

V kapitole 4 jsou definovány nové typy ř́ızených přepisuj́ıćıch systémů, které budou ve zbytku
práce podrobněji studovány z pohledu dynamické složitosti. Nejprve si představ́ıme #-přepisuj́ıćı
systém, což je ř́ızený přepisuj́ıćı systém kombinuj́ıćı vlastnosti gramatik a automat̊u. Od gramatik
přeb́ırá generativńı zp̊usob vytvářeńı vět jazyka a od automat̊u konečně-stavové ř́ızeńı. Nav́ıc ještě
obsahuje statické omezeńı na pouze jediný symbol, jenž je možno přepisovat pomoćı pravidel, která
určuj́ı kolikátý tento symbol muśı být od začátku konfigurace (tj. zleva). Kromě základńıho #-
přepisuj́ıćıho systému založeného na pravidlech bezkontextového tvaru představujeme také pravě-
lineárńı a kontextové tvary pravidel. Daľśım modelem je zásobńıkový automat s omezeným obsa-
hem zásobńıku, kde máme zadán jazyk, který omezuje povolené obsahy zásobńıku tohoto modelu,
což je typická ukázka dynamického omezováńı. Posledńı zavedený model je založen na redukuj́ıćı
modifikaci hlubokých zásobńıkových automat̊u.

Většina vlastnost́ı formálńıch jazyk̊u se vztahuje na celou tř́ıdu těchto jazyk̊u. Tř́ıda jazyk̊u
bývá velmi často specifikována právě formálńım modelem, který je schopen popsat právě ty a jen
ty jazyky patř́ıćı do dané tř́ıdy. Vyjadřovaćı śıla formálńıch model̊u, potažmo tř́ıd jazyk̊u těmito
modely popisovaných, je tud́ıž kĺıčovou vlastnost́ı pro źıskáńı informaćı o daľśıch vlastnostech,
které se k této tř́ıdě váž́ı, a má proto význam tuto vlastnost přednostně studovat u všech nových
formálńıch model̊u. Nejinak tomu bude i v př́ıpadě páté kapitoly, která shrnuje výsledky a vlastnosti
nových i existuj́ıćıch formálńıch model̊u (ověřeno konstrukčńımi d̊ukazy), předevš́ım týkaj́ıćı se
omezováńı těchto model̊u. Ve většině př́ıpad̊u na základě omezeńı dynamické složitosti (např. n-
limitovanost nebo konečný index) źıskáme nekonečné hierarchie jazyk̊u, což je vlastnost významná
pro d̊ukladné studium vyjadřovaćıch schopnost́ı daného modelu. Nekonečné hierarchie model̊u jsou
v přiložených d̊ukazech založeny na demonstrováńı ekvivalence s jiným formálńım modelem, který
tvoř́ı nekonečnou hierarchii, a t́ım pádem źıskáme stejnou vlastnost i pro námi zkoumaný model.

Těžǐstě této práce je v čistě teoretické oblasti, ale i přesto se předposledńı, šestá, kapitola
zaměřuje na kĺıčové vlastnosti zavedených přepisuj́ıćıch systémů pro jejich př́ıpadné praktické
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využit́ı. Jedná se o determinismus a kanonické přepisováńı, které jsou esenciálńı např́ıklad při
zpracováńı bezkontextových jazyk̊u.

Závěrečná kapitola nastiňuje daľśı vývoj práce a některé předpokládané budoućı výsledky, které
byly v době psańı textu pouze rozpracovány. Kromě hypotéz se zmı́ńıme také o nejpodstatněǰśıch
otevřených problémech.

1.2 Konvence

Za účelem pohodlněǰśıho psańı, ale předevš́ım lepš́ı čitelnosti a jednotnosti, je v textu kromě kla-
sických definic také několik konvenćı, které slouž́ı pro lepš́ı orientaci ve vytvořeném matematickém
značeńı a daľśıch pasáž́ıch.

Konvence 1.1. Notace některých zápis̊u jsou převzaty nebo inspirovány knihami [48, 53] a [66,
67, 68].

Méně formálńı definice budeme označovat jako koncepty.

Konvence 1.2. Budeme se snažit vycházet ze zavedených českých pojmů ([9], [13]), ale mnoho
pojmů nemá v českém jazyce jednoznačně ustálený výraz. S ćılem lépe navázat na anglickou liter-
aturu budeme tedy u některých pojmů uvádět v kulatých závorkách kurźıvou i anglické ekvivalenty
(equivalents).
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Základńı pojmy

V této sekci jsou definovány již existuj́ıćı formálńı modely, jejichž znalost je podmı́nkou pro studium
daľśıch kapitol, které budou tyto pojmy již bez daľśıho vysvětlováńı využ́ıvat. Nejzákladněǰśı pojmy
budou definovány maximálně stručně a pro hlubš́ı studium i samotný úvod do této problematiky
doporučuji nejprve některou z přehledových knih teorie formálńıch jazyk̊u ([39, 48]) a překladač̊u
([1, 2, 3, 4]).

Pokročilé formálńı modely, které jsou často studovány až v rámci doktorského studijńıho pro-
gramu a nebo v rámci výzkumu jsou popsány podrobněji, a to včetně př́ıklad̊u ([12, 49, 64]).

2.1 Základńı matematické definice

Pro úplné ujednoceńı pojmů zmiňme i několik naprosto základńıch z obecné matematiky ([71]),
které se týkaj́ı předevš́ım množin a relaćı. Kromě toho uved’me i několik značeńı, která budou
využ́ıvána v textu práce.

Pojem množina budeme použ́ıvat v intuitivńım smyslu jako v tzv. naivńım př́ıstupu
k množinám. Neformálně řečeno je množina Σ kolekce element̊u převzatých z nějakého
předspecifikovaného univerza. Náležitost elementu a do množiny Σ symbolicky znač́ıme a ∈ Σ
a hovoř́ıme o a jako o prvku množiny Σ. Naopak, pokud a neńı v Σ, ṕı̌seme a �∈ Σ.

Kardinalita množiny Σ, card(Σ), je počet prvk̊u1 Σ. Množina, která nemá žádný prvek se
nazývá prázdná a je značena ∅. Poznamenejme, že card(∅) = 0. Má-li Σ konečný počet prvk̊u, pak
je Σ konečná množina. Jinak je Σ množinou nekonečnou.

Konečnou množinu Σ lze nejjednodušeji specifikovat výpisem všech jej́ıch prvk̊u, tedy

Σ = {a1, a2, . . . , an},

kde a1 až an jsou všechny prvky množiny Σ. Nekonečnou množinu Ω obvykle popisujeme pomoćı
vlastnosti π tak, že Ω obsahuje všechny prvky z daného univerza, které splňuj́ı onu podmı́nku π

(tzv. množinový konstrukt). Symbolický zápis dodržuje následuj́ıćı formát:

Ω = {a| π(a)} .

Množiny, jejichž prvky jsou opět jiné množiny, většinou označujeme pojmem tř́ıdy množin, mı́sto
množiny množin.

1V literatuře se někdy použ́ıvá také zápis |Σ|, který ale budeme použ́ıvat výhradně pro délku posloupnost́ı.
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Necht’ jsou Σ a Ω dvě množiny. Σ je podmnožina Ω, symbolicky zapisováno jako Σ ⊆ Ω, pokud
každý prvek Σ také patř́ı do Ω. Σ je vlastńı podmnožina Ω, zapisováno jako Σ ⊂ Ω, je-li Σ ⊆ Ω a
Ω obsahuje prvek, který neńı obsažen v Σ. Jestliže Σ ⊆ Ω a Ω ⊆ Σ, je Σ ekvivalentńı Ω, značeno
Σ = Ω. Potenčńı množina množiny Σ, znač́ıme jako 2Σ, je množina všech podmnožin množiny Σ.
Pro množiny Σ a Ω označme jejich sjednoceńı, pr̊unik a rozd́ıl jako Σ ∪ Ω, Σ ∩ Ω, a Σ − Ω. Tyto
binárńı množinové operace definujme takto:

Σ ∪ Ω = {a| a ∈ Σ nebo a ∈ Ω} ,

Σ ∩ Ω = {a| a ∈ Σ a zároveň a ∈ Ω} a

Σ − Ω = {a| a ∈ Σ a zároveň a �∈ Ω} .

Komplement množiny Σ nad univerzem U označujeme jako Σ a je definován jako Σ = U − Σ.

Definice 2.1. Necht’ N0 označuje množinu všech nezáporných celých č́ısel, pak značme N = N0 −
{0}. Dále necht’ K ⊆ N0 je konečná množina. Nyńı definujme max(K) jako nejmenš́ı č́ıslo k takové,
že pro všechna h ∈ K, k ≥ h, a min(K) jako největš́ı č́ıslo l takové, že pro všechna h ∈ K, l ≤ h.

Nyńı zopakujme pojmy z oblasti relaćı, funkćı a jejich vlastnost́ı.

Definice 2.2. Máme-li dva objekty a a b, pak dvojićı (a, b) značme intuitivně známým pojmem
uspořádaná dvojice (ordered pair) skládaj́ıćı se z objektu a a b právě v tomto pořad́ı. Necht’ máme
dále množiny A a B. Nyńı můžeme definovat kartézský součin (Cartesian product) množin A a B,
značeno A × B, jako

A × B = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B} .

Binárńı relace (binary relation), nebo zkráceně pouze relace, ρ z množiny A do množiny B je
libovolná podmnožina kartézského součinu A × B. V symbolech tedy

ρ ⊆ A × B.

Definičńı obor (domain) relace ρ označovaný jako Domain(ρ) a obor hodnot (range) téže relace ρ,
značeno Range(ρ), jsou definovány následovně:

Domain(ρ) = {a| (a, b) ∈ ρ pro nějaké b ∈ B}
a

Range(ρ) = {b| (a, b) ∈ ρ pro nějaké a ∈ A} .

Plat́ı-li A = B, mluv́ıme o ρ jako o relaci na A. O relaci ρ na A ř́ıkáme (viz [71]), že je:

a) reflexivńı, právě když aρa pro libovolné a ∈ A;

b) ireflexivńı, právě když (a, a) /∈ ρ pro všechna a ∈ A;

c) symetrická, právě když aρb implikuje bρa pro libovolné a, b ∈ A;

d) antisymetrická, právě když z aρb a bρa plyne a = b;

e) tranzitivńı, právě když z aρb a bρc plyne aρc.

Reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı relace ρ na množině A se nazývá uspořádáńı a dvojice
(A, ρ) se nazývá uspořádaná množina.

Mějme množinu A a uspořádáńı ≤ na A. Pokud pro libovolné dva prvky a, b ∈ A plat́ı, že a ≤ b

nebo b ≤ a, tak ≤ nazýváme lineárńı uspořádáńı a (A,≤) lineárně uspořádána množina.
Ireflexivńı a tranzitivńı relaci < na množině A nazvěme ostré uspořádáńı, dvojici (A,<) pak

ostře uspořádanou množinou.
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Definice 2.3. Bud’ (X,≤) uspořádaná množina, A ⊆ X. Ř́ıkáme, že x ∈ X je horńı závora (resp.
dolńı) množiny A, jestliže pro všechna a ∈ A je a ≤ x (resp. x ≤ a).

Dále prvek x ∈ X nazveme nejvěťśım (resp. nejmenš́ım) prvkem v (X,≤), jestliže y ≤ x (resp.
x ≤ y) pro každé y ∈ X. Existuje-li mezi všemi horńımi závorami množiny A nejmenš́ı, označujeme
ji sup(A) a nazýváme supremem množiny A. Naopak, existuje-li největš́ı dolńı závora množiny A,
označujeme ji inf(A) a nazýváme infimem množiny A.

Definice 2.4. Funkce (function) nebo též zobrazeńı (mapping) z A do B je relace φ z A do B

taková, že pro každé a ∈ A,
card({b| b ∈ B, (a, b) ∈ φ}) ≤ 1.

Dále necht’ φ znač́ı funkci z A do B. Je-li Domain(φ) = A, φ je tzv. totálńı funkce, jinak ji nazveme
parciálńı. Pokud pro každé b ∈ B, card({a| a ∈ A, (a, b) ∈ φ}) ≤ 1, φ je injekce. Pokud pro každé
b ∈ B, card({a| a ∈ A, (a, b) ∈ φ}) ≥ 1, φ je surjekce. Je-li φ surjekce a zároveň injekce, mluv́ıme
o bijekci.

Mı́sto zápisu (a, b) ∈ ρ se často použ́ıvá a ∈ ρ(b) a ještě častěji aρb. Jinými slovy, (a, b) ∈ ρ,
a ∈ ρ(b) a aρb jsou obdobné zápisy vyjadřuj́ıćı totéž. Předevš́ım posledńı zápis budeme využ́ıvat
velmi často. Je-li nav́ıc relace ρ funkćı, použ́ıváme zápis tvaru ρ(a) = b.

Necht’ ρ je relace nad množinou A. Pro k ≥ 1 definujme k-násobný součin (k-fold product)
relace ρ (někdy též k-tá mocnina ρ), ρk, pomoćı rekurzivńı metody takto: (1) aρ1b, když a jen
když aρb a (2) aρkb, když a jen když aρc a cρk−1b, pro nějaké c a k ≥ 2. Tranzitivńı uzávěr
(transitive closure) relace ρ, ρ+, je definován jako aρ+b, když a jen když aρkb pro nějaké k ≥ 1.
Reflexivně-tranzitivńı (reflexive-transitive) uzávěr relace ρ, ρ∗, je definován jako aρ∗b, když a jen
když aρ+b a zároveň aρ∗a pro každé a ∈ A.

2.2 Formálńı jazyky

Dále definujme pojmy a notace týkaj́ıćı se jazyk̊u, tř́ıd jazyk̊u a operaćı nad jazyky.

Posloupnost je intuitivně známý pojem pro seznam prvk̊u z nějakého univerza. Posloupnost je
konečná, reprezentuje-li konečný seznam prvk̊u, jinak je nekonečná. Délka konečné posloupnosti x,
značená jako |x|, je počet element̊u v x. Prázdnou posloupnost znač́ıme jako ε, a je to posloupnost
neobsahuj́ıćı žádný prvek, tedy |ε| = 0. Konečnou posloupnost obvykle reprezentujeme seznamem
jej́ıch prvk̊u. Např́ıklad uvažujme konečnou posloupnost x popsanou seznamem x = 0, 1, 0, 0. Tedy
|x| = 4.

Abeceda T je konečná, neprázdná množina, jej́ıž prvky nazýváme symboly. Konečnou posloup-
nost symbol̊u z T nazývejme řetězec (nebo též slovo) nad T . Konkrétně ε pak nazýváme prázdným
řetězcem. Pomoćı T ∗ znač́ıme množinu všech řetězc̊u nad T , dále T+ = T ∗ − {ε}. Libovol-
nou podmnožinu L ⊆ T ∗ nazýváme jazykem nad T . Je-li L konečná množina řetězc̊u, je L

konečný jazyk, jinak je L jazyk nekonečný. Např́ıklad T ∗ (nazývaný též univerzálńım jazykem
nad T ) je nekonečným jazykem, zat́ımco ∅ a {ε} jsou konečné. Uvědomme si, že ∅ �= {ε} protože
card(∅) = 0 �= card({ε}) = 1. Pro konečný jazyk L označujme funkćı max(L) délku nejdeľśıho
slova jazyka L. Analogicky s intuitivńı definićı množiny budeme množiny, jejichž prvky jsou jazyky,
nazývat tř́ıdami jazyk̊u.

Konvence 2.1. Zaved’me si pomocnou konvenci pro vynecháváńı všech oddělovaćıch čárek
v řetězćıch. To znamená, že ṕı̌seme a1a2 . . . an mı́sto a1, a2, . . . , an.

Definice 2.5. Necht’ x, y ∈ T ∗ jsou dva řetězce nad libovolnou abecedou T a necht’ L,K ⊆ T ∗ jsou
dva jazyky nad T . Jelikož jsou jazyky vlastně speciálńı typy množin, lze na ně aplikovat všechny
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operace dosud zavedené pro množiny. Konkrétně L∪K, L∩K a L−K označuj́ı sjednoceńı, pr̊unik a
rozd́ıl jazyk̊u L a K. Nejpodstatněǰśı operace je operace konkatenace (někdy jen katenace) řetězce
x s řetězcem y značená jako xy. xy je pak řetězec źıskaný připojeńım y k x. Poznamenejme,
že z algebraického pohledu jsou T ∗ a T+ volný monoid a volná semigrupa generovaná operaćı
konkatenace. Všimněme si, že pro každé w ∈ T ∗, wε = εw = w. Konkatenace L a K, značená jako
LK, je definována jako

LK = {xy| x ∈ L, y ∈ K} .

Kromě binárńıch operaćı převzatých z teorie množin zavedeme nad řetězci a jazyky také několik
unárńıch, př́ıpadně binárńıch operaćı.

Definice 2.6. Necht’ T je abeceda a necht’ x ∈ T ∗ a L ⊆ T ∗. Komplement jazyka L, značený jako
L, je definován jako L = T ∗ − L.

Reverzace řetězce x budeme značit rev(x). Jedná se o řetězec x zapsaný v opačném pořad́ı,
tedy je-li x = a1a2 . . . an, kde a1, a2, . . . , an jsou symboly řetězce x, pak rev(x) = an . . . a2a1.

Pro všechna i ≥ 0 definujme i-tou mocninu řetězce x, značme xi, pomoćı rekurzivńı definice:
(1) x0 = ε a (2) xi = xxi−1 pro všechna i ≥ 1. Všimněte si, že definice je založená na rekurzivńı
metodě. Uvažujme např́ıklad i-tou mocninu xi s i = 3 a demonstrujme tento rekurzivńı definičńı
př́ıstup. Podle druhé části definice x3 = xx2. Po opakované aplikaci druhé části definice na x2

źıskáme x2 = xx1 a pro x1 plat́ı x1 = xx0. Rekurzivńı definice mocniny řetězce je zakončena
pravidlem (1), které definuje x0 jako prázdný řetězec, tj. x0 = ε. Tedy x1 = xx0 = xε = x. Dále
x2 = xx1 = xx. A nakonec x3 = xx2 = xxx. Pohodlným a výstižným matematickým zápisem
pomoćı rekurzivńı metody definujeme i některé daľśı pojmy, včetně i-té mocniny jazyka L, Li, jež
je definována jako (1) L0 = {ε} a (2) Li = LLi−1 pro každé i ≥ 1. Uzávěr jazyka L, L∗, definujme
jako

L∗ =
⋃

i≥0

Li,

a pozitivńı uzávěr jazyka L, L+, jako
L+ =

⋃

i≥1

Li.

K tomu poznamenejme, že
L+ = LL∗ = L∗L

a
L∗ = L+ ∪ {ε}.

Literatura také často mı́sto uzávěru a pozitivńıho uzávěru jazyka může mluvit o reflexivně-
tranzitivńım a tranzitivńım uzávěru jazyka.

Existuje-li z ∈ T ∗ takové, že xz = y, pak x je tzv. předpona (prefix ) řetězce y. Nav́ıc, plat́ı-li
x �∈ {ε, y}, je x dokonce vlastńı předpona řetězce y. Funkćı prefixes(y) označujme množinu všech
ppředpon řetězce y.

Analogicky je-li z ∈ T ∗ a plat́ı pro něj zx = y, tak x nazýváme př́ıponou (suffix ) řetězce y. Je-li
k tomu x �∈ {ε, y}, označujeme x vlastńı př́ıponou (proper suffix ) řetězce y. Podobně suffixes(y)
označuje množinu všech př́ıpon řetězce y.

Pro libovolné n ≥ 0 a x ∈ T ∗ označuje prefix(x, n), resp. suffix(x, n) předponu, resp. př́ıponu
řetězce x délky n. Je-li |x| < n, pak je prefix(x, n) = suffix(x, n) = x.

Mějme řetězec w ∈ T ∗ a množinu K, {ε} ⊆ K ⊆ T . maxprefix(w,K), resp. maxsuffix(w,K)
označuje nejdeľśı předponu, resp. př́ıponu řetězce w, jej́ıž všechny symboly jsou v K.
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Existuj́ı-li řetězce u, v ∈ T ∗ takové, že uxv = y, ř́ıkáme o x, že je podřetězcem či podslovem
(substring, subword) řetězce y. Dále je-li x �∈ {ε, y}, mluv́ıme o x jako o vlastńım podřetězci,
respektive vlastńım podslově řetězce y. Množinu všech podřetězc̊u řetězce y znač́ıme sub(y).

Stoj́ı za povšimnut́ı, že pro každé slovo w plat́ı

prefixes(w) ⊆ sub(w),

suffixes(w) ⊆ sub(w),

a
{ε, w} ⊆ prefixes(w) ∩ suffixes(w) ∩ sub(w).

Pokud w označuje neprázdné slovo, pak first(w) znač́ı nejlevěǰśı symbol v řetězci w a last(w)
nejpravěǰśı symbol v tomtéž řetězci. Dále pomoćı sym(w, i) označujme i-tý symbol zleva v řetězci
w pro 1 ≤ i ≤ |w|. Pro libovolné slovo w, alph(w) označuje množinu všech symbol̊u, které se
vyskytuj́ı ve slově w (např. alph(aAbAaBCc) = {a, b, c, A,B,C}). Opět rozšǐrme definici pro celý
jazyk,

alph(L) =
⋃

y∈L

alph(y).

Pro dva řetězce x a y, kdy |y| ≥ 1, označuje occur(y, x) počet výskyt̊u y v x. Ještě obecněǰśı tvar
funkce occur(W,x), kde W je konečný jazyk a ε �∈ W , označuje počet všech výskyt̊u podřetězc̊u
řetězce x, které patř́ı do W . Např́ıklad occur({a,C}, aAbAaBCc) = 3.

Mějme dvě abecedy T a U . Totálńı funkci τ z T ∗ do 2U∗
taková, že τ(uv) = τ(u)τ(v) pro

každé u, v ∈ T ∗ nazveme substitućı (substitution) z T ∗ do U∗. Podle této definice, τ(ε) = ε a
τ(a1a2 . . . an) = τ(a1)τ(a2) . . . τ(an), kde ai ∈ T , 1 ≤ i ≤ n, pro libovolné n ≥ 1. Z toho plyne,
že τ je plně specifikováno definováńım τ(a) pro každý symbol a ∈ T a určeńı substituce pro
řetězec již plyne ze samotné definice. Totálńı funkce χ z T ∗ do U∗ taková, že χ(uv) = χ(u)χ(v)
pro každé u, v ∈ T ∗ je homomorfismus (homomorphism) či zkráceně jen morfismus z T ∗ do U∗.
Protože homomorfismus je speciálńı př́ıpad substituce, což plyne ze samotné definice, specifikujeme
konkrétńı morfismus χ analogicky ke specifikaci substituce τ .

Konvence 2.2. Symboly abeced budeme vyb́ırat převážně z malých a př́ıpadně i velkých ṕısmen
začátku latinské abecedy (např. a, b, c, A,B,C). Naopak řetězce nad abecedou budeme většinou
označovat malými ṕısmeny z konce latinské abecedy (např. u, v, w, x, y, z) nebo výjimečně malá
ṕısmena z počátku řecké abecedy (např. α, β, γ, δ). Pro č́ıselné proměnné a konstanty se s oblibou
využ́ıvaj́ı ṕısmena prostředka abecedy jako i, j, k,m, n.

Následuje posledńı a trochu komplikovaněǰśı definice operace multipodřetězce libovolného
řetězce. V podstatě se jedná o vymazáńı konečného množstv́ı podřetězc̊u v daném řetězci a výsledek
této operace označ́ıme za multipodřetězec (podobné pokročileǰśı operace nad řetězci jsou studovány
např́ıklad v [20, 54]).

Definice 2.7. Necht’ Σ je abeceda a x, yi, zj ∈ Σ∗, kde 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n, pro nějaké n ∈
{0, 1, . . . , |x|} a x = z0y1z1 . . . ynzn. Potom y1y2 . . . yn nazýváme multipodřetězec (multisubstring)
řetězce x. Dále necht’ multisub(x) označuje množinu všech multipodřetězc̊u řetězce x.

Pro dokončeńı definic základńıch pojmů ještě uved’me pojem n-tice a pojmy s ńım souvisej́ıćı.

Definice 2.8. Necht’ A1, A2, . . . , An jsou množiny a necht’ máme libovolné objekty a1, a2, . . . , an,
kde ai ∈ Ai pro všechna 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1. Pokud tyto objekty utvoř́ı konečnou neprázdnou
posloupnost (a1, a2, . . . , an), budeme tuto posloupnost nazývat n-tice (n-tuple) a jej́ı prvky kom-
ponenty (components).
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Necht’ S označuje n-tici (a1, a2, . . . , an). Komponentu ai, 1 ≤ i ≤ n, nazveme i-tou komponen-
tou n-tice S. Pak pro vybráńı i-té komponenty z n-tice S definujme funkci component(S, i), takto
component(S, i) = ai.

2.3 Koncept formálńıho modelu

V následuj́ıćı sekci uvedeme sadu koncept̊u i definic pro sjednoceńı pojmů ve snaze unifikovat
př́ıstup k teorii automat̊u a teorii gramatik.

Literatura se většinou tomuto př́ıstupu vyhýbá, protože bývá úzce zaměřena jen na jednu
ze zmı́něných oblast́ı teorie formálńıch jazyk̊u. Naopak v této práci se zaměřujeme na možnost
kombinace gramatik a automat̊u, a proto hledáńı společných rys̊u jde ruku v ruce se společným
pojmenováńım pojmů, které maj́ı stejný základ v obou teoríıch.

Na druhou stranu to, že snaha o jistý druh unifikace a sjednocováńı př́ıstupu k r̊uzných oblastem
i aspekt̊um teorie formálńıch jazyk̊u neńı jev naprosto ojedinělý, dokazuj́ı např́ıklad [14], [53] a [78].

Nyńı si popǐsme koncept (neformálńı definici) pojmu formálńı model.
Obecná charakterizace tohoto pojmu mimo teorii formálńıch jazyk̊u je (citujeme

www.google.com):

Formálńı model je matematická reprezentace studovaného konceptu. Formálńı modely jsou
základem pro jakýkoli návrh jazyka a pro rigorózńı vědecké studium obecně.

V této práci chápeme pojem formálńı model jako matematický mechanismus, který přesně
popisuje zp̊usob, jakým jeho instance definuj́ı věty, potažmo množiny vět, tedy jazyky. Formálńım
modelem můžeme zaštit’ovat mechanismus definice jazyka prostřednictv́ım algebraických operaćı
a vlastnost́ı (tzv. deklarativńı př́ıstup), a nebo procedurálńı př́ıstup, který využ́ıvaj́ı přepisuj́ıćı
systémy (např́ıklad automaty a gramatiky).

Koncept 2.1. Formálńı model je mechanismus, který pomoćı modelu a sémantiky modelu definuje
tř́ıdu jazyk̊u.

Např́ıklad bezkontextové gramatiky, zásobńıkové automaty, Turingovy stroje ([48]) nebo L-
systémy ([64]) jsou formálńı modely.

Koncept 2.2. Instance formálńıho modelu je konkretizace formálńıho modelu, která definuje
konkrétńı jazyk. Tomuto jazyku budeme ř́ıkat jazyk definovaný instanćı formálńıho modelu.

Instanćı formálńıho modelu je např́ıklad konkrétńı gramatika nebo automat, který definuje již
zcela konkrétńı jazyk (např. kontextová gramatika generuj́ıćı jazyk {a2n |n ≥ 1} nebo Turing̊uv
stroj přij́ımaj́ıćı jazyk {b(aib)2n | i ≥ 1, n ≥ 1}).

V rámci zjednodušeného pojmenováváńı se můžeme setkat se situaćı, kdy pojem formálńı model
označuje sṕı̌se instanci formálńıho modelu, což bude plynout z kontextu.

2.3.1 Přepisuj́ıćı systémy

Pro teorii formálńıch jazyk̊u je bezesporu nejd̊uležitěǰśım typem formálńıch model̊u přepisuj́ıćı
systém, který zaštit’uje algoritmický př́ıstup ke zpracováńı vět jazyka. Přepisuj́ıćı systém po-
moćı přepisováńı část́ı vnitřńıho stavu/paměti provád́ı výpočet přesně podle stanovených pravidel
konkrétńıho modelu. Svou obecnost́ı je vhodný pro sjednoceńı světa generativńıch gramatik i světa
akceptuj́ıćıch automat̊u ([68]).
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Definice 2.9. Přepisuj́ıćı systém je dvojice, H = (Σ, R), kde Σ je abeceda a R je konečná relace
na Σ∗. Σ nazýváme úplnou abecedou systému H. Prvky R nazýváme pravidla systému H, takže
R označujeme za množinu pravidel systému H.

Konvence 2.3. Každé pravidlo (x, y) ∈ R zapisujme jako x → y. Pro zkráceńı často označujeme
x → y pomoćı návěšt́ı r, tedy r : x → y, a mı́sto r : x → y ∈ R si dovolujeme někdy zjednodušeně
psát r ∈ R. Pro r : x → y ∈ R, x a y reprezentuj́ı levou stranu a pravou stranu pravidla r,
značeno lhs(r) a rhs(r). R∗ znač́ı množinu všech posloupnost́ı pravidel z R. Pomoćı ρ ∈ R∗ lze
zkráceně vyjádřit, že ρ je posloupnost skládaj́ıćı se z |ρ| pravidel z R. Analogicky s definićı řetězc̊u
budeme i v řetězćıch pravidel vynechávat čárky mezi jednotlivými komponentami. Tedy mı́sto ρ =
r1, r2, . . . , rn, budeme psát ρ jako r1r2 . . . rn. Pro explicitńı vyjádřeńı, že Σ a R jsou komponentami
H, budeme psát ΣH a RH .

V podobných přepisuj́ıćıch systémech často definujeme některé pojmy zcela stejně nebo ana-
logicky. Pro lepš́ı přehlednost tedy zavedeme implicitńı definice některých pojmů zobecněných pro
přepisuj́ıćı systémy, a tud́ıž plat́ıćı pro jejich r̊uzné varianty.

Definice 2.10. Necht’ H = (Σ, R) je přepisuj́ıćı systém. Přepisuj́ıćı relace na Σ∗ je označena
pomoćı ⇒ a definována tak, že pro každé u, v ∈ Σ∗, u ⇒ v v systému H, když a jen když existuje
pravidlo x → y ∈ R a w, z ∈ Σ∗ takové, že u = wxz a v = wyz. Necht’ u, v ∈ Σ∗. Jestliže u ⇒ v

v H, budeme ř́ıkat, že H př́ımo přepisuje u na v. Jako obvykle pro každé n ≥ 0, n-násobný součin
relace ⇒ je značen jako ⇒n. Pokud u ⇒n v, H přepisuje u na v v n kroćıch, tzv. n-kroký přepis.
Dále, tranzitivně-reflexivńı uzávěr a tranzitivńı uzávěr relace ⇒ klasicky zapisujeme ⇒∗ a ⇒+.
Jestliže u ⇒∗ v, jednoduše řekneme, že H přepisuje u na v, a jestliže u ⇒+ v, H přepisuje u na v

netriviálńım zp̊usobem.
Někdy je zapotřeb́ı explicitně specifikovat pravidla použitá během přepisováńı. Předpokládejme,

že H provede u ⇒ v tak, že u = wxz, v = wyz a H nahrad́ı x řetězcem y aplikaćı pravidla
r : x → y ∈ R. Abychom tuto aplikaci pravidla symbolicky vyjádřili, ṕı̌seme u ⇒ v [r] nebo
detailněji wxz ⇒ wyz [r] v H a ř́ıkáme, že H př́ımo přepisuje uxv na uyv podle r. Obecněji,
necht’ n je nezáporné celé č́ıslo, w0, w1, . . . , wn posloupnosti, kde wi ∈ Σ∗, 0 ≤ i ≤ n, a rj ∈ R

pro 1 ≤ j ≤ n. Pokud wj−1 ⇒ wj [rj ] v H pro 1 ≤ j ≤ n, H přepisuje w0 na wn v n kroćıch
podle pravidel r1r2 . . . rn, symbolicky zapsáno jako w0 ⇒n wn [r1r2 . . . rn] v H (n = 0 v př́ıpadě,
že w0 ⇒0 w0 [ε]). Zápisem u ⇒∗ v [ρ], kde ρ ∈ R∗, vyjadřujeme, že H provád́ı u ⇒∗ v za použit́ı
ρ; u ⇒+ v [ρ] má analogický význam (ρ �= ε). Samozřejmě kdykoli je specifikováńı aplikovaných
pravidel nadbytečné, můžeme od něj upustit a zkráceně psát u ⇒ v, u ⇒n v a u ⇒∗ v.

Konvence 2.4. Chceme-li explicitně vyjádřit, pomoćı kterého přepisuj́ıćıho systému byl přepisuj́ıćı
krok proveden, zaṕı̌seme ho pomoćı symbolu pro krok s označeńım systému v levém dolńım indexu.
Např́ıklad krok x ⇒ y v H můžeme zapsat jako x ⇒H y.

Konvence 2.5. Pokud nebude u definice nového přepisuj́ıćıho systému specifikováno rozš́ı̌reńı
jeho relace přepisuj́ıćıho kroku na tranzitivńı a reflexivně-tranzitivńı uzávěry, bude se implicitně
uvažovat obecná definice 2.10.

Protože mezi přepisuj́ıćı systémy neřad́ıme deklarativńı zp̊usoby popisu jazyka (např́ıklad
množinový zápis, neboli tzv. množinový konstrukt či výčet), má smysl zavést pojem pro označeńı
a popis celkového vnitřńıho stavu instance přepisuj́ıćıho systému během zpracováváńı konkrétńı
věty konkrétńıho jazyka. Konečné posloupnosti komponent zachycuj́ıćı vnitřńı stav modelu budeme
ř́ıkat konfigurace. Pojem konfigurace je hojně použ́ıván nejen v teorii automat̊u, ale také u gra-
matických systémů ([11], [27], druhý d́ıl [64]) a často také kombinovaných systémů (např. [16] a
[21]). V této práci jej chápeme ještě obecněji a budeme pojem konfigurace použ́ıvat pro označeńı
vnitřńıho stavu jakéhokoliv přepisuj́ıćıho systému (včetně klasické gramatiky).
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Koncept 2.3. Konfigurace instance přepisuj́ıćıho systému (nebo zkráceně konfigurace
přepisuj́ıćıho systému nebo jen konfigurace) je dostatečně určuj́ıćı vnitřńı stav přepisuj́ıćıho systému
a všech jeho výpočetńıch část́ı, který vypov́ıdá o mı́̌re zpracovanosti vstupu (je-li nějaký), využit́ı či
stavu interńı paměti (je-li př́ıtomna) a př́ıpadně i záznamu dosavadńıho výstupu systému. Matem-
aticky je konfigurace přepisuj́ıćıho systému obecně n-tice komponent s definovanou délkou, kde
n ≥ 1.

Mějme konfiguraci c = (Γ1,Γ2, . . . ,Γn). Délku konfigurace pak definujme jako

|c| = |Γ1| + |Γ2| + · · · + |Γn|.
Jelikož je konfigurace c posloupnost́ı, lze jej́ı prvky nazývat komponentami a i-tou komponentu

vyb́ırat funkćı component(c, i).

Komponenty konfiguraćı přepisuj́ıćıho systému můžeme dělit na konečné a nekonečné. Konečné
komponenty jsou nejčastěji forma konečně-stavového ř́ızeńı přepisuj́ıćıho systému (např́ıklad
konečné automaty nebo stavové gramatiky).

Speciálńım př́ıpadem je konfigurace v klasických gramatikách, kde je n = 1. Takové konfiguraci
někdy ř́ıkáme větná forma a nebudeme ji uzav́ırat do kulatých závorek.

T́ımto postupným zjemňováńım pohledu na zp̊usob definováńı tř́ıdy, jazyka a věty jsme obdrželi
pojmy, které použijeme pro sjednoceńı společných vlastnost́ı a pohled̊u na svět gramatik a au-
tomat̊u, které se většinou studuj́ı odděleně.

Konvence 2.6. Nakonec doplňme, že všechny přepisuj́ıćı systémy v této práci předpokládaj́ı za
základ bezkontextový tvar pravidel, tj. jeden symbol bývá přepisován (bez ohledu na kontext)
obecně řetězcem symbol̊u, pokud neńı explicitně uvedeno jinak. Tyto systémy jsou dále př́ıpadně
doplněny o ř́ızeńı či jiný zp̊usob omezováńı (viz kapitola 3).

Ve studovaných přepisuj́ıćıch systémech se většinou vyskytuj́ı symboly, u kterých požadujeme,
aby se nevyskytovaly ve větách t́ımto systémem definovaného jazyka. V generativńıch systémech
je zvykem je nazývat neterminály a v akceptačńıch nevstupńı symboly (a v konkrétněǰśıch např.
nevstupńı zásobńıkové symboly). V př́ıpadě zobecněńı na libovolný přepisuj́ıćı systém (viz definice
2.9) budeme takovýto symbol nazývat proměnnou (podobně jako v [73]). Ostatńı symboly úplné
abecedy nazveme pasivńımi. Tuto klasifikaci ještě upřesněme v konceptu 2.4.

Koncept 2.4. O symbolu úplné abecedy přepisuj́ıćıho systému budeme ř́ıkat, že je:

a) proměnná, pokud lze tento symbol v konfigurace systému v některém kroku přepsat obecně na
jiný symbol či řetězec (např́ıklad neterminálńı symbol nebo nevstupńı zásobńıkový symbol).

1) aktivńı, pokud se jedná o proměnnou přepsatelnou v aktuálńı konfiguraci systému.
Většinou nás bude zaj́ımat konkrétńı výskyt aktivńıho symbolu.

2) potenciálně-aktivńı, pokud proměnná neńı aktivńı symbol, ale v některé budoućı kon-
figuraci (vzniklé přepisováńım aktuálńı konfigurace) se může stát aktivńım symbolem.

b) pasivńı, pokud je to symbol úplné abecedy, který neńı proměnná. Většinou se jedná o sym-
boly, ze kterých se skládaj́ı věty zpracovávané přepisuj́ıćım systémem (např́ıklad terminálńı
symboly nebo vstupńı symboly).

Je dobré si všimnout, že proměnné v jednom modelu již nemuśı patřit mezi proměnné v modelu
jiném (např́ıklad čistá gramatika nebo L-systém versus bezkontextová gramatika). Obecně řečeno,
některé symboly dokonce mohou upravovat svou roli v pr̊uběhu výpočtu. Např́ıklad neterminálńı
symbol n-limitované gramatiky může být aktivńı a v jiném kroku jen potenciálně-aktivńı.
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Konvence 2.7. Mějme přepisuj́ıćı systém H = (Σ, R) a pravidlo r ∈ R. V následuj́ıćım textu
(definićıch a d̊ukazech) budou, v př́ıpadě, že to zlepš́ı čitelnost, pravidla označena unikátńım
návěšt́ım. Nav́ıc v př́ıpadě nutnosti budeme pravidla ohraničovat pomoćı závorek � a . Pravidlo
bude tedy v plném tvaru vypadat následovně:

�r : lhs(r) → rhs(r)

a v př́ıpadě, že to nebude k újmě na čitelnosti, budeme jej značit zkráceně r : lhs(r) → rhs(r) nebo
jen lhs(r) → rhs(r). Máme-li zavedeno pravidlo s návěšt́ım, definujme také funkci lab(�r : lhs(r) →
rhs(r)) = r pro zjǐstěńı návěšt́ı zadaného pravidla. Funkce Lab(P ) = {lab(r) | r ∈ P} pak bude
sloužit pro źıskáńı množiny návěšt́ı z P , kde P ⊆ R. V př́ıpadě dostatečné jednoznačnosti bude
možné v konstrukčńıch d̊ukazech zaměňovat pravidlo a jeho unikátńı návěšt́ı.

Studium přepisuj́ıćıch systémů r̊uzných typ̊u a kombinaćı vede k r̊uzným typ̊um model̊u, z nichž
některé definuj́ı stejné jazyky. Instance formálńıch model̊u, které definuj́ı stejné jazyky budeme
nazývat ekvivalentńımi instancemi model̊u a obecně formálńı modely definuj́ıćı stejnou tř́ıdu jazyk̊u
budeme označovat za ekvivalentńı, tj. stejně mocné či stejně silné.

2.4 Definice základńıch přepisuj́ıćıch systémů

V této sekci se budeme věnovat všeobecně známým a d̊uležitým formálńım model̊um z teorie
formálńıch jazyk̊u. Nejprve si probereme nejpodstatněǰśı zástupce gramatik a v daľśı podsekci i
automat̊u. Vše zakonč́ıme krátkým připomenut́ım pojmu Chomského hierarchie jazyk̊u (gramatik
a automat̊u).

2.4.1 Gramatiky

Tato sekce opakuje základńı typy gramatik a automat̊u, jejichž znalost je nezbytná pro daľśı kapi-
toly této dizertačńı práce.

Konkrétně budeme hovořit předevš́ım o bezkontextových, kontextových a neomezených gra-
matikách a vztaźıch mezi nimi. V této souvislosti zmı́ńıme i veled̊uležitou Chomského hierarchii
jazyk̊u. Při definićıch jednotlivých gramatik začneme od nejobecněǰśı verze a postupným ome-
zováńım pravidel budeme dostávat daľśı a daľśı typy gramatik, aniž bychom museli měnit základńı
definici gramatiky nebo mechanismus derivačńıch (přepisuj́ıćıch) krok̊u.

Připomeňme, že v gramatikách mı́sto konfigurace použ́ıváme raději pojem větná forma a mı́sto
aktivńıch symbol̊u (viz koncept 2.4) budeme hovořit o neterminálńıch symbolech, a mı́sto pasivńıch
symbol̊u o terminálech.

Definice 2.11. Neomezená gramatika (phrase-structure grammar) je čtveřice

G = (Σ, T, P, S),

kde

Σ je úplná abeceda,

T je množina terminál̊u (T ⊂ Σ),

P ⊆ Σ∗(Σ − T )Σ∗ × Σ∗ je konečná relace,

S ∈ Σ − T je axiom gramatiky G (nebo též počátečńı neterminál).
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Symboly z rozd́ılu Σ−T označujeme jako neterminály. Dále je každá uspořádaná dvojice (x, y) ∈ P

nazývaná pravidlo (production či rule), symbolicky zapisované ve formě:

x → y ∈ P.

Podle svého obsahu je tedy množina P nazývána množinou pravidel v G. Mějme pravidlo p : x →
y ∈ P , pak ustanovme, že lhs(p) = x a rhs(p) = y. Přepisuj́ıćı relace se v G nazývá př́ımé derivace
(direct derivation) a je to binárńı relace na Σ∗ označovaná symbolem ⇒G a definovaná následuj́ıćım
zp̊usobem. Necht’ p : x → y ∈ P , u, v, z1, z2 ∈ Σ∗ a u = z1xz2, v = z1yz2; pak,

u ⇒G v [p].

Pokud nehroźı nejednoznačnost, zjednoduš́ıme zápis u ⇒G v [p] na u ⇒G v. Dále ⇒k
G označuje

k-násobný součin relace ⇒G. Pomoćı ⇒+
G a ⇒∗

G označujeme tranzitivńı uzávěr relace ⇒G a tranz-
itivńı a reflexivńı uzávěr relace ⇒G. Plat́ı-li S ⇒∗

G x pro nějaké x ∈ Σ∗, tak x nazýváme větná
forma (sentential form).

Existuje-li derivace S ⇒∗
G w, kde w ∈ T ∗, pak derivaci S ⇒∗

G w ř́ıkáváme úspěšná derivace
(successful derivation) v G. Jazyk generovaný gramatikou G, značený jako L(G), je definován jako

L(G) = {w ∈ T ∗| S ⇒∗
G w} .

V některé literatuře jsou neomezené gramatiky také často definovány jako gramatiky s následuj́ıćı
formou pravidel:

xAy → xuy,

kde u, x, y ∈ Σ∗, A ∈ Σ− T (viz [17]). Obě definice jsou zaměnitelné ve smyslu popisu stejné tř́ıdy
jazyk̊u oběma těmito formálńımi modely, které t́ımto definuj́ı tř́ıdu rekurzivně spočetných jazyk̊u
(recursively enumerable languages), značenou RE.

Definice 2.12. Kontextová gramatika (context-sensitive grammar) je neomezená gramatika,

G = (Σ, T, P, S),

taková, že každé pravidlo z P je následuj́ıćıho tvaru

xAy → xuy,

kde A ∈ Σ − T , u ∈ Σ+, x, y ∈ Σ∗. Kontextový jazyk je potom jazyk generovaný kontextovou
gramatikou a tř́ıdu kontextových jazyk̊u znač́ıme CS.

Definice 2.13. Bezkontextová gramatika (context-free grammar) je neomezená gramatika,

G = (Σ, T, P, S),

taková, že každé pravidlo x → y ∈ P splňuje podmı́nku, že x ∈ Σ − T . Bezkontextový jazyk je
pak analogicky jazyk generovaný bezkontextovou gramatikou. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je
označována jako CF.

Definice 2.14. Lineárńı gramatika (linear grammar) je neomezená gramatika,

G = (Σ, T, P, S),

taková, že každé pravidlo x → y ∈ P splňuje podmı́nku, že x ∈ Σ−T a occur(Σ−T, y) ≤ 1. Takto
definovaná lineárńı gramatika poté generuje lineárńı jazyk a tř́ıdu lineárńıch jazyk̊u značme LIN.
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Definice 2.15. Regulárńı gramatika (regular grammar), respektive pravě-lineárńı (right-linear
grammar) je neomezená gramatika,

G = (Σ, T, P, S),

taková, že každé pravidlo x → y ∈ P splňuje x ∈ Σ− T a y ∈ T ∪ T (Σ− T ), respektive pro pravě-
lineárńı pravidla plat́ı, že x ∈ Σ − T a y ∈ T ∗ ∪ T ∗(Σ − T ). Regulárńı, respektivě pravě-lineárńı
gramatika definuje regulárńı, respektive pravě-lineárńı jazyk. Tř́ıda obou typ̊u těchto jazyk̊u je
označována jako tř́ıda regulárńıch jazyk̊u a budeme ji značit REG.

Konvence 2.8. V př́ıpadě, že to bude žádoućı pro lepš́ı čitelnost a jednoznačnost (např. v př́ıpadě
práce se dvěmi instancemi formálńıho modelu najednou), budou komponenty formálńıho modelu
M = (K1,K2, . . . ,Kn) dodatečně indexovány. Tedy, M = (K1M ,K2M , . . . ,KnM ).

2.4.2 Automaty

Vedle gramatik je druhou podstatnou oblast́ı teorie formálńıch jazyk̊u teorie automat̊u. Automaty
jsou výpočetńı stroje, které přij́ımaj́ı věty jazyk̊u mı́sto jejich generováńı, a proto jsou velmi
významné pro praxi.

Definice 2.16. Konečný automat je pětice MFA = (Q,T,R, s, F ), kde Q je konečná množina
stav̊u, T je konečná vstupńı abeceda, R ⊆ Q × (T ∪ {ε}) × Q je konečná množina pravidel tvaru
pa → q, kde p, q ∈ Q a a ∈ T ∪ {ε}, s ∈ Q je počátečńı stav a F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.
Při pohledu na konečný automat jako na přepisuj́ıćı systém je úplná abeceda Σ = Q ∪ T .

Konfigurace automatu M je dvojice tvaru (p, w), kde p ∈ Q a w ∈ T ∗. Dı́ky disjunktnosti Q a
T můžeme tuto konfiguraci zapisovat pohodlněji jako řetězec pw. Mějme dvě konfigurace u, v z M .
M provád́ı přepisuj́ıćı krok neboli přechod z konfigurace u = (p, aw) do konfigurace v = (q, w), kde
p, q ∈ Q, a ∈ T ∪ {ε}, w ∈ T ∗, je-li v R pravidlo pa → q. Tento přechod neboli akceptačńı krok
mezi u a v znač́ıme symbolicky jako u ⇒ v. Jako u ostatńıch přepisuj́ıćıch systémů i zde definujme
u ⇒ v, u ⇒n v s n ≥ 0 a u ⇒∗ v, kde u, v ∈ Σ∗ (viz definice 2.10). Jestliže sw ⇒∗ f v M ,
kde w ∈ T ∗, s ∈ Q, f ∈ F , M přij́ımá w. Množina všech řetězc̊u, které M přij́ımá, tvoř́ı jazyk
př́ıj́ımaný automatem M , zapisovaný jako L(M).

Tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných konečnými automaty značme L(FA).

Vyjadřovaćı schopnosti tohoto formálńıho modelu popisuje následuj́ıćı věta převzatá z [48].

Věta 2.1. L(FA)= REG.

Kromě inspirace při studiu kombinovaných přepisuj́ıćıch systémů využijeme tento typ automat̊u
pro omezováńı obsahu konfiguraćı také v sekci 5.1.4.

Definice 2.17. Zásobńıkový automat je sedmice MPDA = (Q,T,Γ, R, s, S, F ), kde Q je konečná
množina stav̊u, T ⊆ Γ je konečná vstupńı abeceda, Γ je konečná zásobńıková abeceda, R ⊆
Γ∗ × Q × (T ∪ {ε}) × Γ∗ × Q je konečná množina pravidel, s ∈ Q je počátečńı stav, S ∈ Γ je
počátečńı symbol na zásobńıku a F ⊆ Q je množina koncových stav̊u. Q,T,Γ jsou po dvojićıch
navzájem disjunktńı. Pravidla zapisujeme ve tvaru γpa → yq, což odpov́ıdá (γ, p, a, y, q) ∈ R, kde
γ ∈ Γ∗, p, q ∈ Q, a ∈ T ∪ {ε} a y ∈ Γ∗.

V některé literatuře ([13]) se zásobńıkový automat podle definice 2.17 nazývá rozš́ıřený. Dále
se u automat̊u běžně neuvád́ı úplná abeceda Σ mezi seznamem komponent, protože se většinou
rozděluje na v́ıce jak dvě abecedy (např. na Q, T a Γ) (podobně jako třeba u stavových gramatik,
viz ńıže).
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Definice 2.18. Konfigurace zásobńıkového automatu je trojice (α, p, w) ∈ Γ∗×Q×T ∗, kde α je celý
obsah zásobńıku, p označuje aktuálńı stav a w zat́ım nezpracovaný vstupńı řetězec. Přechodem,
neboli akceptačńım krokem, potom nazýváme binárńı relaci ⇒ na Γ∗ × Q × T ∗, pro kterou plat́ı,
že (zγ, p, aw) ⇒ (βγ, q, w) právě když existuje v R pravidlo zpa → βq, kde z, γ, β ∈ Γ∗, p, q ∈ Q,
a ∈ T a w ∈ T ∗.

Aplikaci pravidla zásobńıkového automatu na aktuálńı konfiguraci (γβ, p, aw) lze interpretovat
následovně: Pokud je p aktuálńı stav, a aktuálńı vstupńı symbol, γ je podřetězec na vrcholu
zásobńıku a γpa → yq ∈ R, pak tento zásobńıkový automat MPDA může přeč́ıst symbol a, změnit
vrchol zásobńıku z γ na y a nakonec změnit stav z p na q. Poznamenejme, že pokud je v pravidle
tvaru zpa → βq, a = ε, tak toto pravidlo ze vstupu nečte žádný symbol.

Standardńım zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme relaci ⇒ na ⇒n pro n ≥ 0. Pak na základě ⇒n definujeme
⇒+ a ⇒∗ jako tranzitivńı a tranzitivně-reflexivńı uzávěry relace ⇒.

Jazyk př́ıj́ımaný zásobńıkovým automatem M , L(M), definujme jako L(M) = {w| w ∈ T ∗,
(S, s, w) ⇒ (ε, f, ε), f ∈ F}. Dále tř́ıdu takovýchto jazyk̊u značme L(PDA).

2.4.3 Chomského hierarchie jazyk̊u, gramatik a automat̊u

Pro tř́ıdy jazyk̊u definovaných v předchoźıch definićıch plat́ı následuj́ıćı d̊uležitá věta, která zachy-
cuje Chomského hierarchii jazyk̊u.

Věta 2.2 (viz [48]). REG ⊂ LIN ⊂ CF ⊂ CS ⊂ RE.

Pro připomenut́ı vztah̊u mezi základńımi gramatikami a definovanými automaty doplňme ještě,
že

REG = L(FA) ⊂ CF = L(PDA).

2.5 Řı́zené přepisuj́ıćı systémy

V této sekci definujeme pokročileǰśı formálńı modely. Hlavńı pozornost bude věnována ř́ızeným gra-
matikám (např. programovaná, stavová a daľśı). Jelikož tyto modely již nebývaj́ı běžnou součást́ı
vzdělańı každého informatika, jejich výklad bude koncipován podrobněji než doposud (včetně
př́ıklad̊u s komentářem).

2.5.1 Zp̊usoby ř́ızeńı

Ř́ızené gramatiky ve většině př́ıpadech stav́ı na pravě-lineárńıch nebo nejčastěji bezkontextových
gramatikách, u nichž jistým zp̊usobem diktuj́ı či omezuj́ı aplikovatelnost některých pravidel nad
rámec klasické definice výpočetńıho kroku v Chomského gramatikách:

• použit́ı relace pro provázáńı předchoźıch a následných použit́ı pravidel (např. programovaná
gramatika, maticová gramatika)

• doplněńı gramatiky o prvky automat̊u jako třeba množinu stav̊u, které omezuj́ı aplikovatel-
nost daného pravidla jenom na př́ıpady, kdy se konfigurace nacháźı ve správném aktuálńım
stavu (např. stavová gramatika)

• rozptýlená kontrola kontextu ve větné formě, tzn. na rozd́ıl od kontextových gramatik
provád́ıme kontrolu např́ıč celou větnou formou a ne pouze v bezprostředńım okoĺı
přepisovaného symbolu (např. gramatiky s nahodilým kontextem nebo s rozptýleným kon-
textem)
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• paralelńı verze přepisováńı v konfiguraci (nejen přepis všech aktivńıch symbol̊u, ale např́ıklad
i přepis všech stejných symbol̊u v konfiguraci apod.; např́ıklad L-systémy, čisté gramatiky,
indické gramatiky)

• v některých př́ıpadech lze i omezováńı formálńıch model̊u chápat jako ř́ızeńı, což diskutuje
celá kapitola 3

2.5.2 Řı́zené gramatiky

Při popisu nebezkontextových problémů si většinou vystač́ıme i s modely jednodušš́ımi než jsou
kontextové gramatiky, nebo dokonce Turingovy stroje. Proto byly v 70. letech minulého stolet́ı
hojně zaváděny r̊uzné modifikace bezkontextových gramatik, které si kladly za ćıl právě zvýšit
mocnost formálńıho modelu, a přesto zbytečně nezkomplikovat jeho pravidla ani jejich výběr pro
aplikováńı. Na několika typech modifikovaných gramatik, které jednotně označujeme jako ř́ızené
gramatiky, stav́ı i tato práce.

Ve všech př́ıpadech (pokud neńı řečeno jinak) uvažujeme ř́ızené gramatiky založené na pravi-
dlech bezkontextového tvaru, takže jádro takového pravidla obsahuje na levé straně právě jeden
neterminál a na straně pravé libovolný řetězec. Speciálńım př́ıpadem jsou pak modely, kdy zakazu-
jeme na pravé straně pravidla prázdný řetězec. Jedná se o formálńı modely bez vymazávaj́ıćıch
pravidel.

Konvence 2.9. Kromě základńıch tř́ıd jazyk̊u (např. z Chomského hierarchie) budeme všechny
ostatńı tř́ıdy jazyk̊u (většinou definované ř́ızenými a/nebo omezovanými formálńımi modely) značit
podle následuj́ıćıho schématu

LX(Y, Z),

kde X je zp̊usob omezováńı (např́ıklad konstanta udávaj́ıćı konečný index; index X může být
zapsán i zleva), Y udává základńı formálńı model (např́ıklad CF pro bezkontextovou gramatiku)
a nakonec Z specifikuje dodatečné omezeńı (např́ıklad typ omezuj́ıćıho jazyka, kontrola výskytu
apod.).

Je-li Y základńı formálńı model, pak Y − ε znač́ı ten samý formálńı model, ale bez vy-
mazávaj́ıćıch pravidel (pokud samozřejmě má pro daný model smysl uvažovat definici vy-
mazávaj́ıćıch pravidel).

Programované gramatiky

Programovaná gramatika (z roku 1969, viz [62]) specifikuje dodatečné podmı́nky kladené na úspěšné
provedeńı derivačńıch krok̊u, kde diktuje množinu povolených následných pravidel po aplikaci
určitého pravidla. V př́ıpadě nemožnosti aplikovat žádné pravidlo z předepsané podmnožiny se
uchyluje k využit́ı některého pravidla v zotavovaćı množině pravidel.

Definice 2.19. Programovaná gramatika (viz strana 28 v [12]) je čtveřice G = (Σ, T, P, S), kde
všechny komponenty maj́ı stejný význam jako u bezkontextové gramatiky. Všechna pravidla jsou
tvaru:

�r : A → x, R, F ,
kde A ∈ Σ − T , x ∈ Σ∗, R,F ⊆ Lab(P ), q : A → v je bezkontextové jádro pravidla, R nazýváme
množinou následných pravidel (success field) a F zotavovaćı množinou pravidla r (failure field).
Pokud je alespoň u jednoho pravidla zotavovaćı množina neprázdná, mluv́ıme o tzv. programované
gramatice s kontrolou výskytu (appereance checking). V opačném př́ıpadě mı́sto neustálého psańı
prázdné množiny množinu F ze zápisu pravidel vynecháváme.
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Derivačńı krok při použit́ı pravidla �q : A → v,R, F  gramatiky G je analogický derivačńımu
kroku v bezkontextové gramatice (definice 2.13). Nav́ıc je ale potřeba kontrolovat ř́ızeńı pomoćı
množin R a F .

R označuje množinu pravidel (resp. návěšt́ı pravidel), z nichž lze vyb́ırat následuj́ıćı pravidlo
k aplikaci v G.

V situaci, kdy neńı aplikovatelné žádné pravidlo z R, z̊ustane větná forma nezměněna a G bude
pokračovat libovolným pravidlem, jehož návěšt́ı je v F .

Standardńım zp̊usobem definujme ⇒m
G , kde m ≥ 0, ⇒+

G a ⇒∗
G. Jazyk generovaný pro-

gramovanou gramatikou G, L(G) je definován jako L(G) = {w ∈ T ∗| S ⇒∗
G w}.

Př́ıklad 2.1. Uvažujme následuj́ıćı programovanou gramatiku bez kontroly výskytu, která bude
generovat kontextový jazyk, č́ımž budeme demonstrovat zvýšeńı vyjadřovaćıch schopnost́ı tohoto
formálńıho modelu oproti bezkontextovým gramatikám.

Mějme G = (Σ, T, P, S), kde úplná abeceda obsahuje všechny v pravidlech použité symboly, tj.
Σ = {S, A,B,C, a, b, c}; terminálńı symboly podle konvence ṕı̌seme malými ṕısmeny, a jsou to T =
{a, b, c}; počátečńım neterminálem je S; množina pravidel P obsahuje tyto pravidla předepsaného
tvaru:

1 : S → ABC, {2, 5}
2: A → aA, {3}
3: B → bB, {4}
4: C → cC, {2, 5}
5: A → a, {6}
6: B → b, {7}
7: C → c, {7}

Ve složených závorkách u každého pravidla je určena množina návěšt́ı pravidel, která mohou
být použita po aplikaci daného pravidla. Např́ıklad pokud aplikuje prvńı pravidlo, tak jako daľśı
krok je možné aplikovat pouze druhé nebo páté pravidlo a žádné jiné.

Např́ıklad větu aabbcc generuje následuj́ıćı derivace (derivačńı posloupnost) S ⇒ ABC [1] ⇒
aABC [2] ⇒ aAbBC [3] ⇒ aAbBcC [4] ⇒ aabBcC [5] ⇒ aabbcC [6] ⇒ aabbcc [7]. Po zamyšleńı
se nad propojeńım jednotlivých pravidel vid́ıme, že pravidla 2, 3, 4 a 5, 6, 7 jsou prováděna ve
skupinách a pouze po aplikaci pravidla 1 a 4 se provád́ı rozhodnut́ı, se kterou z těchto skupin
pokračovat. Jazyk generovaný touto gramatikou G je L(G) = {anbncn| n ≥ 1}.
Př́ıklad 2.2. Nyńı si ukažme složiteǰśı programovanou gramatiku, která má sice méně pravidel,
ale využ́ıvá nav́ıc kontrolu výskytu, tedy obsahuje u některých pravidel neprázdnou zotavovaćı
množinu.

G = ({S, A, a}, {a}, P, S), kde množina pravidel úplného tvaru (včetně zotavovaćıch množin) je
následuj́ıćı:

1 : S → AA, {1}, {2, 3}
2: A → S, {2}, {1}
3: A → a, {3}, ∅

Rozbor této programované gramatiky s kontrolou výskytu bude demonstrovat, že generuje
kontextový jazyk L(G) =

{
a2n | n ≥ 1

}
. Začátek je dán počátečńım neterminálem. Hned po aplikaci

prvńıho pravidla ovšem zjist́ıme, že znova použ́ıt prvńı pravidlo, tak jak to máme předepsáno,
nelze. Nyńı přicháźı do hry zotavovaćı množina, protože jsme se ocitli ve slepé uličce. Větná forma
z̊ustane nezměněna a následuj́ıćı pravidlo pro daľśı aplikaci se vyb́ırá ze zotavovaćı množiny prvńıho
pravidla mezi 2 a 3. Toto rozhodnut́ı stanov́ı, zda pokračovat v generováńı symbol̊u a, nebo derivaci
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ukončit a všechny neterminály přepsat na terminály.

S ⇒ AA [1] ⇒2 SS [22] ⇒ SAA [1] ⇒ AAAA [1] ⇒ AaAA [3] ⇒3 aaaa [333]

Opakovaná aplikace druhého pravidla pouze přejmenuje všechny neterminály A na S. Z definice
programované gramatiky plyne, že druhé pravidlo se tomuto úkolu nemůže vyhnout přes zotavovaćı
množinu, dokud existuje nějaké A k přejmenováńı.

Posledńı pravidlo pouze vytvář́ı řetězec terminál̊u z vygenerovaných neterminál̊u, a proto má
prázdnou zotavovaćı množinu.

Tř́ıdy jazyk̊u definovaných programovanými gramatikami, programovanými gramatikami bez
vymazávaj́ıćıch pravidel, programovanými gramatikami s kontrolou výskytu, resp. programovanými
gramatikami s kontrolou výskytu a bez vymazávaj́ıćıch pravidel znač́ıme L(P), L(P, CF − ε),
L(P, CF, ac), resp. L(P, CF − ε, ac).

Gramatiky s rozptýleným kontextem

Kontextové gramatiky podle definice 2.12 kontroluj́ı bezprostředńı okoĺı přepisovaného symbolu.
Rozptýlený kontext, jak plyne z názvu, však sousednost s přepisovaným symbolem nevyžaduje.
Kontrolované kontextové symboly se muśı vyskytovat kdekoli ve větné formě (u zakazuj́ıćıho kon-
textu se naopak nesmı́ kontextové symboly vyskytovat nikde ve větné formě). Existuj́ı i zobecněné
varianty, které mı́sto kontextových symbol̊u připoušt́ı celé řetězce.

Definice 2.20. Gramatika s nahodilým kontextem ([74] nebo viz strana 30 v [12]) je čtveřice G =
(Σ, T, P, S), kde významy komponent jsou opět totožné s bezkontextovou gramatikou a všechna
pravidla jsou tvaru:

�q : A → x, P, F ,
kde A ∈ Σ − T , x ∈ Σ∗, P, F ⊆ (Σ − T ), P nazýváme povoluj́ıćı množina neterminál̊u (permitting
set) a F zakazuj́ıćı množina neterminál̊u (forbidding set). Aplikace pravidla q na větnou formu se
provede, jestliže výchoźı větná forma obsahuje všechny neterminály z množiny P a žádný neter-
minál z množiny F . Samotný derivačńı krok je proveden analogicky s bezkontextovou gramatikou.
V př́ıpadě, že alespoň jedno pravidlo má neprázdnou zakazuj́ıćı množinu, mluv́ıme o gramatice
s nahodilým kontextem s kontrolou výskytu. V opačném př́ıpadě gramatiku označujeme jako gra-
matiku s nahodilým kontextem.

Př́ıklad 2.3. Ukažme si gramatiku s nahodilým kontextem G = (Σ, T, P, S) pro jazyk L(G) =
{anbncn| n ≥ 1}, kde pravidla jsou:

�1: S → ABC, ∅, ∅
�2: A → aA′, {B}, ∅, �3: B → bB′, {C}, ∅, �4: C → cC ′, {A′}, ∅
�5: A′ → A, {B′}, ∅, �6: B′ → B, {C ′}, ∅, �7: C ′ → C, {A}, ∅
�8: A → a, {B}, ∅, �9: B → b, {C}, ∅, �10: C → c, ∅, ∅.

Tř́ıdy jazyk̊u definované gramatikami s rozptýleným kontextem znač́ıme analogicky pro-
gramovaným gramatikám.

Stavové gramatiky

Stavové gramatiky lze řadit k nejstarš́ım snahám o kombinováńı gramatik a automat̊u. V podstatě
se jedná o bezkontextovou gramatiku obohacenou o konečně-stavové ř́ızeńı převzaté z konečných
automat̊u.
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Definice 2.21. Stavová gramatika (viz [21]) je pětice G = (V,W, T, P, S), kde V je abeceda
terminálńıch a neterminálńıch symbol̊u, T, S maj́ı stejný význam jako u bezkontextové gramatiky
(viz definice 2.13), W je konečná množina stav̊u a P je konečná podmnožina relace (W × (V −
T )) × (W × V +).

Mı́sto čtveřice (q, A, p, v) ∈ P zapisujeme pravidla ve tvaru (q, A) → (p, v) ∈ P . Pro každý
řetězec z ∈ V ∗ definujme množinu Gstates(z) = {q | (q, B) → (p, v) ∈ P , kde B ∈ (V −T )∩alph(z),
v ∈ V +, q, p ∈ W}. Je-li r : (q, A) → (p, v) ∈ P , x, y ∈ V ∗, Gstates(x) = ∅, pak G může provést
derivačńı krok z (q, xAy) do (p, xvy), symbolicky zapisujeme jako (q, xAy) ⇒ (p, xvy) [r] v G.
Pokud nav́ıc existuje pozitivńı celé č́ıslo n splňuj́ıćı podmı́nku occur(V − T, xA) ≤ n, ř́ıkáme, že
(q, xAy) ⇒ (p, xvy) [r] je derivace n-limitovaná; ṕı̌seme (q, xAy) n⇒ (p, xvy) [r].

Jazyk generovaný gramatikou G, L(G) definujeme jako L(G) = {w ∈ T ∗ | (q, S) ⇒∗ (p, w),
q, p ∈ W}. L(ST) označuje tř́ıdu všech jazyk̊u definovaných stavovými gramatikami.

Dále pro každé n ≥ 1 definujeme n-limitovaný jazyk daný gramatikou G, L(G, n) = {w ∈
T ∗ | (q, S) n⇒∗ (p, w), q, p ∈ W}. Tř́ıdu těchto jazyk̊u značme nL(ST) = {L | L = L(G, k),

1 ≤ k ≤ n, G je stavová gramatika}, kde n ≥ 1. Dále ∞L(ST) =
∞⋃

n≥1
nL(ST).

Všimněme si definice tvaru pravidel, která u stavových gramatik vylučuje vymazávaj́ıćı pravidla.
Úplná abeceda v tomto systému obsahuje i stavy, Σ = V ∪ T ∪ W .

Neformálně popsáno, stavová gramatika využ́ıvá jeden ř́ıd́ıćı a jeden omezuj́ıćı mechanismus:

1. ř́ızeńı pomoćı konečně-stavového ř́ızeńı: Každé pravidlo je obohaceno o výchoźı a ćılový stav,
které, podobně jako např. u konečných automat̊u, diktuj́ı v jakém aktuálńım stavu je pravidlo
aplikovatelné a do jakého ćılového stavu se jeho aplikaćı systém dostane. Proto je také nutné
rozš́ı̌rit konfiguraci tohoto modelu z pouhé větné formy na dvojici obsahuj́ıćı aktuálńı stav a
aktuálńı větnou formu (tzv. větná komponenta konfigurace).

2. omezeńı na aplikaci nejlevěǰśıho možného přepisu: Př́ımo definice stavové gramatiky zajǐst’uje,
že v aktuálńım stavu muśı být aplikován přepis neterminálu nejv́ıce vlevo ve větné kompo-
nentě konfigurace. Přepisovaný neterminál však nemuśı být nutně nejlevěǰśı, ale dostačuje,
pokud pro žádný jiný neterminál vyskytuj́ıćı se nalevo od neterminálu přepisovaného neexis-
tuje pro aktuálńı stav přepisuj́ıćı pravidlo (matematicky zajǐstěno podmı́nkou Gstates(x) = ∅
pro výchoźı konfiguraci (q, xAy) každého výpočetńıho kroku.

V každé konfiguraci jsou tedy obsaženy dva aktivńı symboly (stav a nejlevěǰśı přepsatelný
neterminál) a libovolný počet pasivńıch a potenciálně-aktivńıch symbol̊u.

Př́ıklad 2.4. Nejprve si ukažme klasický nebezkontextový jazyk {anbncn| n ≥ 1} generovaný
pomoćı stavové gramatiky G = (V,W, T, P, S), kde komponenty V,W, T jsou lehce odvoditelné
z množiny pravidel P :

1 : (s, S) → (s,AC)
2 : (s,A) → (p, aAb)
3 : (p, C) → (s, cC)
4 : (s,A) → (q, ab)
5 : (q, C) → (q, c)
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Jednoduchá ukázka derivace ve stavové gramatice, která je 2-limitovaná, což znamená, že nikdy
nepracuje v́ıce jak s druhým neterminálem zleva, následuje:

(s, S) ⇒ (s,AC) [1]
⇒ (p, aAbC) [2]
⇒ (s, aAbcC) [3]
⇒ (q, aabbcC) [4]
⇒ (q, aabbcc) [5]

Př́ıklad 2.5. Daľśı př́ıklad stavové gramatiky ukazuje trochu jiný jazyk {ww| w ∈ T ∗}, T ∈ {a, b},
který však také neńı bezkontextový. Uvád́ıme již pouze výčet pravidel:

1 : (s, S) → (p,AB)
2 : (s,A) → (p, aA)
3 : (p,B) → (s, aB)
4 : (s,A) → (p, bA)
5 : (q, B) → (s, bB)
6 : (s,A) → (f, a)
7 : (f,B) → (s, a)
8 : (s,A) → (g, b)
9 : (g,B) → (s, b)

Funkčnost gramatiky demonstrujme na generováńı řetězce abbabb: (s, S) ⇒ (s,AB) [1] ⇒
(p, aAB) [2] ⇒ (s, aAaB) [3] ⇒ (q, abAaB) [4] ⇒ (s, abAabB) [5] ⇒ (g, abbabB) [8] ⇒
(s, abbabb) [9]. Princip se velmi podobá předchoźımu př́ıkladu 2.4, protože i zde si pomoćı stav̊u
zajǐst’ujeme provedeńı jisté sekvence krok̊u, kde každý krok je prováděn na jiném mı́stě větné kom-
ponenty konfigurace. Dále si pomoćı stav̊u také pamatujeme informaci, který symbol byl již vygen-
erován v prvńım podřetězci w, abychom stejný symbol mohli vygenerovat i v druhém podřetězci
w, a t́ım zaručili jejich shodnost.

Připomeňme, že Kasai ([21]) ve svém článku dokázal d̊uležité věty týkaj́ıćı se stavových gra-
matik. Nyńı si je (bez d̊ukaz̊u) pro lepš́ı pochopeńı následných výsledk̊u uvedeme.

Věta 2.3. L(ST) = CS.

Důsledek 2.4. ∞L(ST) ⊂ L(ST).

Všimněme si, že pro každé n ≥ 1, nL(ST) ⊆ n+1L(ST), což plyne z definice stavové gramatiky.

Věta 2.5. Pro všechna n ≥ 1, nL(ST) ⊂ n+1L(ST).

m-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduché maticové gramatiky

Již od 70. let 20. stolet́ı se v teorii formálńıch jazyk̊u studuje povaha a vlastnosti paralelismu. Kolem
roku 1975 byl zaveden nový přepisuj́ıćı systém kombinuj́ıćı paralelńı a ř́ızené paralelńı přepisováńı:
(1) paralelismus známý např́ıklad z n-paralelńıch pravě-lineárńıch gramatik ([60], [61]) nebo z L-
systémů ([63]) a (2) jednoduché maticové gramatiky ([18]).

Tento systém pak přepisuje v jednom kroku m · n neterminál̊u tak, že paralelně aplikuje m

n-pravě-lineárńıch jednoduchých matic, kde matice je posloupnost pravidel aplikovaných atomicky
v jediném přepisuj́ıćım kroku.
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Definice 2.22. Pro m,n ≥ 1, m-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduchá maticová gramatika (m-
parallel n-right-linear simple matrix grammar) (zkráceně m-Pn-G, viz [77]) je (mn + 3)-tice

G = (N11, . . . , N1n, . . . , Nm1, . . . , Nmn, T, S, P ),

kde

Nij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n jsou po dvojićıch vzájemně disjunktńı abecedy neterminál̊u,

T je abeceda terminál̊u,

S /∈ N ∪ T je počátečńı symbol, kde N = N11 ∪ · · · ∪ Nmn, a

P je konečná množina maticových pravidel.

Maticové pravidlo může mı́t jednu z následuj́ıćıch tř́ı forem:

(i) [S → X11 . . . Xmn], Xij ∈ Nij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

(ii) [Xi1 → αi1, . . . , Xin → αin], Xij ∈ Nij , αij ∈ T ∗, 1 ≤ j ≤ n, pro nějaké i, 1 ≤ i ≤ m,
a

(iii) [Xi1 → αi1Yi1, . . . , Xin → αinYin], Xij , Yij ∈ Nij , αij ∈ T ∗, 1 ≤ j ≤ n, pro nějaké i,
1 ≤ i ≤ m.

Derivačńı krok pro m-Pn-G je definován následovně:
Pro x, y ∈ (N ∪ T ∪ {S})∗ a m-Pn-G G, x ⇒ y, když a jen když

(A) bud’ x = S a [S → y] ∈ P ,

(B) nebo x = y11X11 . . . ymnXmn, y = y11x11 . . . ymnxmn, kde yij ∈ T ∗, Xij ∈ Nij , 1 ≤ i ≤ m,
1 ≤ j ≤ n, a [Xi1 → xi1, . . . , Xin → xin] ∈ P , 1 ≤ i ≤ m.

Je-li x, y ∈ (N ∪ T ∪ {S})∗ a m ≥ 0, pak x ⇒m y, když a pravě když existuje posloupnost
x0 ⇒ x1 ⇒ . . . ⇒ xm, x0 = x, xm = y. Pak ř́ıkáme, že x ⇒+ y, když a jen když existuje m > 0
takové, že x ⇒m y a x ⇒∗ y, když a jen když bud’ x = y, nebo x ⇒+ y.

Alternativně definujme obvyklým zp̊usobem tranzitivńı ⇒+ a reflexivně-tranzitivńı uzávěr ⇒∗

relace př́ımé derivace ⇒.
Jazyk generovaný m-Pn-G G označujeme L(G) a definujeme jej jako L(G) = {x | S ⇒∗ x,

x ∈ T ∗}. Jazyk L ⊆ T ∗ je m-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduchý maticový jazyk (m-Pn-L), když
a jen když existuje m-Pn-G G taková, že L = L(G). Tř́ıdu jazyk̊u definovaných m-Pn-L budeme
značit Rm

[n].
Polož́ıme-li n = 1, dostáváme m-paralelńı pravě-lineárńı gramatiku. Naopak polož́ıme-li m = 1,

źıskáme n-pravě-lineárńı jednoduchou maticovou gramatiku, která nás bude v kapitole 5 zaj́ımat
nejv́ıce.
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Kapitola 3

Omezováńı konfiguraćı

V této kapitole nejprve shrneme r̊uzné druhy omezováńı formálńıch model̊u, resp. přepisuj́ıćıch
systémů, a v jej́ı daľśı části se zaměř́ıme na omezováńı konfiguraćı, které tvoř́ı stěžejńı téma této
práce.

Jednou z nejpočetněǰśıch oblast́ı omezováńı formálńıch model̊u jsou ř́ızené gramatiky a au-
tomaty. Již kolem 70. let minulého stolet́ı byly zaváděny prvńı ř́ızené gramatiky ([21, 62, 74, 77]).
Jejich hlavńı myšlenkou je, že stav́ı na jednoduché bezkontextové gramatice, již vhodným zp̊usobem
doplňuj́ı o r̊uzné ř́ıd́ıćı mechanismy, které jistým zp̊usobem ř́ıd́ı aplikaci pravidel. V zásadě lze
mı́sto ř́ızeńı také hovořit o omezováńı, protože daný ř́ıd́ıćı mechanismus omezuje p̊uvodńı volnost
formálńıho modelu.

Ř́ızené automaty se začaly studovat mnohem později a v menš́ı mı́̌re než gramatiky a lze ř́ıci,
že větš́ı pozornosti se jim dostává až v posledńı době ([36, 23, 50, 52]).

3.1 Zp̊usoby omezováńı přepisuj́ıćıch systémů

Klasifikace omezováńı (potažmo i ř́ızeńı) přepisuj́ıćıch systémů nemá žádnou všeobecně uznávanou
podobu, a tak nelze prohlašovat předkládané rozděleńı jako ultimativńı. Inspirujme se např́ıklad
v [12, 53].

Proved’me základńı klasifikaci omezováńı formálńıch model̊u s d̊urazem na přepisuj́ıćı systémy:

1. statické (omezováńı komponent přepisuj́ıćıch systémů; vztah k popisné složitosti)

2. dynamické (omezováńı výpočtu/zpracováńı věty; vztah k časové a prostorové složitosti)

a) omezováńı konfiguraćı

b) omezováńı posloupnosti aplikovaných pravidel

3. hybridńı (nejasné rozhrańı mezi statickým a dynamickým omezováńım)

Při hlubš́ım zamyšleńı se nad konkrétńımi typy omezováńı přepisuj́ıćıch systémů dojdeme
k závěru, že kv̊uli silné provázanosti popisu modelu a jeho funkčnosti (zp̊usobu práce) lze provádět
mezi statickou a dynamickou charakterizaćı omezováńı transformace. Tyto transformované popisy
omezováńı pak ale p̊usob́ı velmi těžkopádně a jsou h̊uře pochopitelné, takže budeme možnost
převodu mezi jednotlivými zp̊usoby omezováńı ignorovat. V př́ıpadech, kdy bude zp̊usob omezeńı
na rozhrańı mezi dynamickým a statickým omezováńım, budeme mluvit o hybridńım omezováńı
(nebude-li to nezbytně nutné, budeme se snažit tomuto pojmu vyhýbat).

33



KAPITOLA 3. OMEZOVÁNÍ KONFIGURACÍ

Uved’me např́ıklad povoleńı/zákaz vymazávaj́ıćıch pravidel, který by mohl patřit jak do stat-
ického omezováńı, tak do dynamického, kdy klademe omezeńı na monotónnost posloupnosti délek
konfiguraćı při zpracováńı libovolné věty.

Závěrem je, že tato klasifikace je závislá na zp̊usobu definováńı zkoumaného omezováńı
přepisuj́ıćıho systému. My se budeme snažit pracovat výhradně s definicemi, které jsou již v teorii
formálńıch jazyk̊u ustálené.

Poznamenejme, že popis omezováńı přepisuj́ıćıch systémů lze snad ve všech př́ıpadech transfor-
movat na jistý typ omezuj́ıćıho jazyka (ten omezuje bud’ posloupnost pravidel, tvary konfiguraćı
či jiné parametry přepisuj́ıćıho systému) (viz např. pozorováńı 3.1).

Protože, obzvlášt’ v některých speciálńıch př́ıpadech, je tato unifikace zp̊usobu omezováńı značně
těžkopádná, pokuśıme se o podrobněǰśı klasifikaci omezováńı posloupnost́ı pravidel i konfiguraćı
v následuj́ıćıch dvou sekćıch.

3.2 Typy omezováńı posloupnosti aplikovaných pravidel

U tohoto typu omezováńı klademe dodatečné podmı́nky (většinou k jednotlivým pravidl̊um)
na aplikovatelnost konkrétńıch pravidel. Vzhledem k obrovskému množstv́ı existuj́ıćıch (a stále
vznikaj́ıćıch) ř́ızených přepisuj́ıćıch systémů si nemůžeme troufnout tuto klasifikaci uzavř́ıt. Mezi
nejčastěǰśı př́ıstupy patř́ı omezováńı:

• ř́ızené tzv. ř́ıd́ıćım jazykem (např. ř́ızené gramatiky a ř́ızené automaty, viz [49] a [23]);

• závislost na předchoźıch aplikovaných pravidlech (maticové, programované gramatiky);

• konečně-stavové ř́ızeńı (stavové gramatiky, #-přepisuj́ıćı systémy);

• výskytem nebo absenćı podřetězc̊u (či symbol̊u) v přepisovaných konfiguraćıch (např. gra-
matiky s rozptýleným kontextem, (zobecněné) podmı́nkové gramatiky);

• vymezeńım pouze části aktuálńı nebo libovolné konfigurace, kde povoĺıme/zakážeme
přepisováńı (např. n-limitovanost, kterou si bĺıže představ́ıme ńıže);

• a daľśı.

3.2.1 n-limitovanost

Tento typ omezováńı přechod̊u mezi jednotlivými konfiguracemi klade požadavek na práci s aktiv-
ńımi symboly, jež se vyskytuj́ı mezi prvńımi n proměnnými v řetězci, který je j-tou kompo-
nentou konfigurace ξ formálńıho modelu, což je vyjádřeno označeńım component(ξ, j), kde j ∈
{1, 2, . . . m} a m je počet komponent konfigurace (konfigurace je m-tice). Odtud plyne požadavek,
aby přepisovaćı systém s t́ımto omezeńım pracoval s proměnnými (např. neterminály nebo nevs-
tupńımi zásobńıkovými symboly).

n-limitovanost je tedy omezováńı zp̊usobu vyb́ıráńı použitého pravidla tak, aby se vždy přepsal
jeden z n nejlevěǰśıch výskyt̊u libovolných symbol̊u, které jsou obecně v konfiguraci přepsatelné.
Většinou se toto omezeńı aplikuje na potenciálně nekonečnou komponentu konfigurace (např.
větnou komponentu konfigurace nebo zásobńık).
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Definice 3.1. Mějme přepisuj́ıćı systém H = (Σ, R). Označme konečnou množinu proměnných
N ⊆ Σ a component(w, j) ∈ Σ∗, kde j je konstanta vyjadřuj́ıćı pro daný přepisuj́ıćı systém pořad́ı
významné komponenty konfigurace, na kterou omezeńı n-limitovanosti aplikujeme.

Přechod mezi dvěma konfiguracemi ξ1 a ξ2, component(ξ1, j) = uAz ⇒ uvz = component(ξ2, j)
nazveme n-limitovaný, pokud occur(N,u) ≤ n− 1 a A je aktivńı symbol. Posloupnost přechod̊u je
pak n-limitovaná, je-li každý jej́ı přechod n-limitovaný. Jazyk, jehož všechny věty mohou vzniknout
n-limitovanou posloupnost́ı přechod̊u, nazveme n-limitovaný.

Necht’ X je formálńı model, pak pro každé n ≥ 1 je nL(X) tř́ıda n-limitovaných jazyk̊u defino-
vaných modelem X.

Pozorováńı 3.1. Ukažme si, jak lze jednoduše vyjádřit např́ıklad n-limitovanost v pojmech ome-
zováńı posloupnost́ı pravidel i konfiguraćı:

a) n-limitovanost znamená, že povoĺıme přepisováńı pouze omezeného počtu výskyt̊u
proměnných zleva v konfiguraci nebo v jej́ı části;

b) n-limitovanost znamená, že v konfiguraci omeźıme počet výskyt̊u aktivńıch symbol̊u jistou
konstantou a přidáme požadavek na jejich výskyt nejlevěji v konfiguraci (či jej́ı části) bez
ohledu na pasivńı symboly (nalevo od posledńıho aktivńıho symbolu se však nesmı́ vyskytovat
žádný potenciálně-aktivńı symbol).

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch praktických využit́ı omezeńı n-limitovanosti v oblasti gramatik je ek-
vivalence tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u a tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u generovaných bezkontex-
tovou gramatikou pracuj́ıćı nejlevěǰśım (levým, kanonickým) zp̊usobem a znamená to, že bezkon-
textová gramatika může pracovat nejlevěǰśım zp̊usobem, tj. 1-limitovaně, při derivováńı věty jazyka
bez ovlivněńı generativńı śıly.

Nav́ıc lze n-limitovanost použ́ıvat jako zobecněńı pojmu levé derivace (někdy nazývaná kanon-
ická), a to i pro svět automat̊u (viz definice 4.8). Kanoničnost přepisováńı některých systémů
budeme podrobněji studovat v kapitole 6.

Konvence 3.1. Jelikož mnoho z definovaných pojmů pracuje s pojmy jako n-tý symbol zleva a
podobně a jelikož všechny tyto pojmy lze zobecnit i pro definici z pravé strany, budeme možnost
zprava opomı́nat v př́ıpadě, že bychom źıskali naprosto totožné či analogické vlastnosti. Tato
konvence se týká pojmů jako n-limitovanost, levá derivace, i-tý symbol v řetězci atd.

3.3 Typy omezováńı konfiguraćı

Pro omezováńı konfiguraćı je využit́ı některého omezuj́ıćıho jazyka v́ıce přirozené než u posloupnost́ı
pravidel:

• Omezuj́ıćı jazyk může být:

– konečný (V př́ıpadě aplikace omezeńı na celou konfiguraci (ne pouze na některou část) se
jedná o velmi restriktivńı omezeńı vedoućı k rapidńı degradaci vyjadřovaćı śıly většiny
systémů, až na tř́ıdu konečných jazyk̊u.);

– nekonečný (pro zachováńı elegance a efektivity omezováńı by omezuj́ıćı jazyk neměl být
př́ılǐs komplikovaný, např. pravě-lineárńı, lineárńı nebo nejvýše bezkontextový).

Přesto daľśı rozděleńı omezováńı konfiguraćı může mı́t následuj́ıćı podobu:
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• omezováńı počtu výskyt̊u některých symbol̊u, např.: množiny (nebo jejich libovolná kombi-
nace, viz koncept 2.4)

– pasivńıch symbol̊u (značně netradičńı varianta)

– proměnných (obecně aktivńı dohromady s potencionálně-aktivńımi symboly;
nejd̊uležitěǰśı varianta vedoućı na omezeńı nazývané konečný index (viz definice
3.2))

– aktivńıch symbol̊u

– potencionálně-aktivńıch symbol̊u

• jiné děleńı omezováńı podle počtu výskyt̊u symbol̊u je na:

– konečné (většinou zadané konstantou)

– nekonečné (omezováńı nějakou funkćı většinou závislou na délce konfigurace nebo délce
věty, např. omezováńı pracovńıho prostoru viz definice 3.3)

Dı́ky závislosti omezováńı konfiguraćı, mimo jiné také na množině přepisuj́ıćıch pravidel, lze
aplikovat dva zp̊usoby zajǐstěńı omezováńı konfiguraćı (obecně ortogonálńı k předchoźı klasifikaci):

• implicitńı omezováńı konfiguraćı — ze samotné definice formálńıho modelu nebo z množiny
pravidel modelu plyne, že se při validńıch aplikaćıch pravidel nemůže vyskytnout konfig-
urace, která by po přepisu z počátečńı konfigurace danému omezeńı nevyhovovala (např.
#-přepisuj́ıćı systém indexu k s vhodně stanovenou množinou pravidel, viz definice 4.1);

• explicitńı omezováńı konfiguraćı — přepisuj́ıćı systém umožňuje porušit omezeńı, a je tedy
nutné dodržováńı omezeńı kontrolovat při každém kroku do nové konfigurace a v př́ıpadě,
že by došlo k porušeńı omezeńı v ćılové konfiguraci, krok nepovolit (např. bezkontextová
gramatika konečného index k).

V následuj́ıćıch dvou podsekćıch definujme dvě významné omezováńı konfiguraćı: konečný index
a omezený pracovńı prostor.

3.3.1 Konečný index

Konečný index je omezuj́ıćı mechanismus zavedený v 70. letech minulého stolet́ı, jenž byl
d̊ukladně studován při aplikováńı na mnoho r̊uzných formálńıch model̊u: bezkontextovou gra-
matikou poč́ınaje a ř́ızenými přepisuj́ıćımi systémy všeho druhu konče.

Neformálně řečeno nám konečný index konstantou k, k ∈ N, omezuje počet výskyt̊u proměnných
v konfiguraci. Pro gramatiky to např́ıklad znamená, že větná část konfigurace nebude v žádném
kroku obsahovat v́ıce než k neterminál̊u. Následuje zobecněná definice pro přepisuj́ıćı systém
(založná na kapitole o konečném indexu v [12]).

Definice 3.2. Necht’ H = (Σ, R) je přepisuj́ıćı systém, N ⊆ Σ abeceda proměnných (např.
neterminál̊u nebo nevstupńıch symbol̊u), T ⊆ Σ abeceda pasivńıch symbol̊u (např. terminál̊u
nebo vstupńıch symbol̊u) a σ počátečńı konfigurace systému H. Mějme posloupnost přechod̊u
mezi konfiguracemi D : σ = w1 ⇒ w2 ⇒ . . . ⇒ wr = w, r ≥ 1 v H, kde komponenta ve
w určuj́ıćı systémem definovaný řetězec (větu jazyka) je rovna řetězci pasivńıch symbol̊u. Tedy
component(w, j) ∈ T ∗, kde j je konstanta vyjadřuj́ıćı pro H pořad́ı dané komponenty konfigurace,
tj. znač́ı významnou komponentu konfigurace, nad kterou omezováńı na konečný index aplikujeme.
Definujeme Ind(D,H) = max({occur(N, component(wi, j)) | 1 ≤ i ≤ r}). Pro component(w, j) ∈
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T ∗ definujme Ind(w,H) = min({Ind(D,H) | D je posloupnost definuj́ıćı řetězec w systémem H}).
Index přepisuj́ıćıho systému H značme Ind(H) = sup({Ind(w,H) | component(w, j) ∈ L(H)}). Pro
jazyk L ve tř́ıdě jazyk̊u L(X) generované přepisuj́ıćım systémem nějakého typu X, pak definujeme
IndX(L) = inf({Ind(H) | L(H) = L, H je typu X}). Necht’ L(X) je tř́ıda jazyk̊u, pak označme
Lk(X) = {L | L ∈ L(X), IndX(L) ≤ k } pro libovolné k ≥ 1 a Lfin(X) =

⋃
n≥1

Lk(X).

Definice uvedená výše je někdy označována jako slabá, protože vyžaduje omezeńı pouze té
nejekonomičtěǰśı cesty k větě. Po zpř́ısněńı podmı́nky dostáváme tzv. silnou (striktńı) variantu
konečného indexu, kdy požadujeme omezeńı každé možné konfigurace dosažitelné z počátečńı kon-
figurace.

Konvence 3.2. Mluv́ıme-li o konkrétńım konečném indexu k, tak slovo ”konečném“ vynecháváme.
Tedy např́ıklad přepisuj́ıćı systém je indexu 3.

Fakt, že zavedeńı omezeńı na konečný index zp̊usobuje podstatnou ztrátu generativńı śıly,
potvrzuje následuj́ıćı dvojice rovnic (3.1) a (3.2) (převzato z [12]), která porovnává vztahy mezi
ř́ızenými gramatikami bez a s konečným indexem.

CF ⊂ L(RC) ⊆ L(P) ⊂ L(P, CF − ε, ac) ⊆ CS ⊂ L(P, CF, ac) = RE (3.1)

Lfin(RC) = Lfin(P) = Lfin(P, CF − ε, ac) = Lfin(P, CF, ac) (3.2)

Žádná z tř́ıd uvedená v rovnici (3.2) nav́ıc neńı porovnatelná s tř́ıdou kontextových jazyk̊u bez
konečného indexu, protože plat́ı {anbncn |n ≥ 1} ∈ Lfin(P) a L(CF) − Lfin(P) �= ∅. Základńım
větám a vlastnostem formálńıch model̊u (výhradně gramatik) s konečným indexem je věnována
celá třet́ı kapitola knihy [12], kde lze naj́ıt i alternativńı definici konečného indexu, konkrétně pro
gramatiky.

Nakonec krátké porovnáńı těchto dvou základńıch typ̊u omezeńı (n-limitovanost a konečný
index k):

Věta 3.1. Necht’ X je libovolný přepisuj́ıćı systém definuj́ıćı tř́ıdy jazyk̊u L(X), Lk(X) a kL(X),
pak plat́ı Lk(X) ⊆ kL(X).

Důkaz věty 3.1. Věta plyne z definice obou omezeńı (indexu n a n-limitovanosti), kdy konečný
index je podstatně restriktivněǰśı než n-limitovanost.

Závěrem podotkněme, že je možné aplikovat omezeńı na konečný index nejen na svět gramatik,
ale i na svět automat̊u. Předevš́ım v př́ıpadě zásobńıkového automatu bychom mohli źıskat zaj́ımavé
výsledky, které budou pravděpodobně také velmi bĺızké výsledk̊um z oblasti gramatik.

3.3.2 Pracovńı prostor

Definice pracovńıho prostoru (Workspace) pracuje s gramatickým pojmem derivace, který však lze
bez problémů nahradit obecněǰśım pojmem posloupnost konfiguraćı přepisuj́ıćıho systému (definice
3.3 se inspiruje stranou 15 v [12]).

Definice 3.3. Mějme přepisuj́ıćı systém H = (Σ, R) (libovolného typu, např. neomezenou gra-
matiku) s úplnou abecedou Σ, abecedou pasivńıch symbol̊u T ⊆ Σ a počátečńı konfiguraćı σ.
Necht’ ξ je konfigurace a component(ξ, j) znač́ı komponentu z dané konfigurace, na kterou se
vztahuje omezeńı na pracovńı prostor (j ∈ {1, 2, . . . ,m}, je-li konfigurace m-tice). Dále máme
posloupnost konfiguraćı D : σ ⇒ w0 ⇒ w1 ⇒ . . . ⇒ wn, n ≥ 1. Definujeme WS (wn, D) = max(
{|component(wi, j)| | 0 ≤ i ≤ n}) a WS (x,H) = min({WS (x,D) | D posloupnost konfiguraćı
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vedoućı ke konfiguraci ξ v H, že component(ξ, j) = x}). WS (x, H) označuje pracovńı prostor
potřebný pro zpracováńı x v systému H. Existuje-li konstanta k ≥ 0 taková, že pro všechny věty
x ∈ L(H)− {ε} plat́ı WS (x,H) ≤ k · |x|, pak má přepisuj́ıćı systém H omezený pracovńı prostor.

K tomuto typu omezeńı se vztahuj́ı následuj́ıćı dvě d̊uležité věty (převzato z [12]).

Věta 3.2. Má-li gramatika G typu 0 omezený pracovńı prostor, pak je L(G) kontextový jazyk.

Věta 3.3. Bezkontextová gramatika má omezený pracovńı prostor implicitně jǐz ze své definice.
Důkaz věty 3.3. Vı́me, že bezkontextové gramatiky jsou ekvivalentńı s bezkontextovými gra-
matikami bez vymazávaj́ıćıch pravidel, takže uvažujme výlučně bezkontextové gramatiky bez vy-
mazávaj́ıćıch pravidel. Pak ovšem existuje jisté minimálńı k ≥ max({rhs(p)| p ∈ P}) a nejkratš́ı
vygenerovaný řetězec je délky 1 (po aplikováńı konečného počtu pravidel). Potom ovšem |w| ≤ |x|,
protože řetězec nelze zkrátit. Důkaz lze nalézt také v [12].

3.4 Složitost formálńıch model̊u

Složitost se zabývá kvantifikováńım a klasifikováńım nárok̊u na pamět’ a čas jak při zpracováváńı
vět jazyk̊u, tak i uchováváńı konečných popis̊u formálńıch model̊u, které jazyk definuj́ı (přehled
lze nalézt v [56] a populárněji shrnuto v [8]).

V duchu dynamického a statického omezováńı přepisuj́ıćıch systémů se studium složitosti
v rámci teorie formálńıch jazyk̊u děĺı na dvě větve:

1. časová a prostorová složitost (dynamického charakteru; v́ıce praktická)

2. popisná složitost (statického charakteru; sṕı̌se teoretická)

Koncept 3.1. Prostorová a časová (Space Complexity a Time Complexity) složitost ř́ıká, jak
efektivně instance formálńıho modelu zpracovává větu jazyka, potažmo jazyk. Konkrétńı hodnoty
potom źıskáváme pomoćı ujednoceného, dostatečně obecného formálńıho modelu (nejčastěji Tur-
ing̊uv stroj, viz [48]). Časová složitost udává konkrétńı počet přechod̊u/krok̊u pro zpracováńı vět,
většinou v závislosti na jejich délce. Maximálńı počet potřebných pamět’ových buněk (např. na
pásce Turingova stroje) pro práci modelu je zase kĺıčový údaj pro prostorovou složitost.

Pro celé tř́ıdy jazyk̊u nebo formálńıch model̊u pak mluv́ıme o tř́ıdách složitosti, které jsou
nav́ıc většinou vyjádřeny pouze asymptoticky (tj. omezené shora, zdola či z obou stran nějakou
matematickou funkćı závislou na délce věty).

Opomeňme nyńı praktické pojmy časové a prostorové složitosti, které bývaj́ı většinou ap-
likovány na výpočetně úplné modely, jako např́ıklad Turing̊uv stroj, RAM model (Random Access
Memory) či moderńı programovaćı jazyk, a pod́ıvejme se na existuj́ıćı pojem popisné složitosti.

Koncept 3.2. Popisná složitost (Descriptional Complexity nebo Syntactic Complexity) sdružuje
r̊uzné metriky charakterizuj́ıćı efektivitu uchováváńı konečného popisu formálńıho modelu.
Nejčastěji se jedná o kardinality jednotlivých komponent přepisuj́ıćıho systému nebo jejich
význačných podmnožin, jež obsahuj́ı prvky jisté komponenty s nějakou komplikovaněǰśı podmı́nkou
než pro př́ıpad základńıho modelu, ze kterého vycháźıme (např. počet pravidel s kontextovou
podmı́nkou, vycháźıme-li z bezkontextových pravidel).

Popisná složitost je v teoretické informatice velmi zaj́ımavé a populárńı téma (např. [5, 41, 43,
44, 45, 46] a celý soubor výsledk̊u najdeme v knihách [12] a [53]). Umožňuje nám měřit a porovnávat
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efektivitu popis̊u prostřednictv́ım formálńıch model̊u, respektive přepisuj́ıćıch systémů. Většinou
se autoři článk̊u při redukci popisné složitosti zaměřuj́ı pouze na jednu komponentu (jeden rozměr).
O to výjimečněǰśı a cenněǰśı jsou pak výsledky redukuj́ıćı v́ıce komponent najednou (viz [51]).

3.4.1 Klasifikace složitosti formálńıch model̊u

Ve zbytku sekce se pod́ıvejme na alternativńı klasifikaci složitosti formálńıch model̊u a zaved’me
dynamickou (běhovou) variantu popisné složitosti, tzv. dynamickou složitost, která má již bližš́ı vz-
tah k praktické prostorové složitosti, ale neńı tak obecná. Mı́ry jako konečný index, n-limitovanost
a pracovńı prostor lze potom studovat pod záštitou dynamické složitosti, která má bližš́ı vztah
k přepisuj́ıćım systémům a teorii formálńıch jazyk̊u než obecná prostorová a časová složitost.

Následuj́ıćı odstavce zaváděj́ı dva druhy klasifikace relevantńı pro tuto práci.
Dva př́ıstupy:

1. praktický — využ́ıvá metrik jako počet instrukćı procesoru a buněk v paměti nutných pro
zdárný výpočet algoritmu v závislosti na vstupu (např. jeho délce). Tento př́ıstup je do
značné mı́ry závislý na zvoleném formálńım modelu, a předevš́ım jeho praktické implementaci
(použité hardwarové platformě apod.).

2. teoretický — je značně robustněǰśı a nevyžaduje zvoleńı zp̊usobu implementace, ale pouze
samotného formálńıho modelu či jeho konkrétńı instance (např. konkrétńı gramatika). Sleduj́ı
se vlastnosti ve vztahu k záznamu samotné instance formálńıho modelu i jeho prováděńı
jako počet pravidel, determinismus, počet neterminál̊u, maximálńı velikost konfigurace a
daľśı. Nevýhodou tohoto př́ıstupu je problematické porovnáváńı složitosti nekompatibilńıch
formálńıch model̊u, respektive existence či neexistence r̊uzných měr v r̊uzných modelech.

Ortogonálńı pohled na složitost rozděluje př́ıstupy ke složitosti podle toho, jestli nás zaj́ımá sṕı̌se
efektivněǰśı popis instance modelu, nebo efektivněǰśı zpracováńı.

1. popisná složitost — statický charakter; např. velikost komponent pro popis modelu a jejich
složitost (počet pravidel, neterminál̊u, maximálńı délka pravidel, velikost LR tabulky nebo
složitost aplikace nejnáročněǰśıho pravidla)

2. dynamická složitost — dynamický (běhový) charakter sleduj́ıćı ukazatele během samotného
prováděńı (práce) konkrétńı instance modelu; např. konečný index přij́ımáńı konkrétńı
věty, minimálńı/maximálńı velikost pracovńıho prostoru (viz definice 3.3), složitost výběru
následného pravidla pro aplikaci nebo rychlost r̊ustu stavového prostoru při simulaci nede-
terministického chováńı pomoćı algoritmu navraceńı (backtracking).

V práci se budeme zabývat pouze teoretickým př́ıstupem ke složitosti. Přesto je vztah k pra-
ktické složitosti často zřejmý.

Zbytek textu se snaž́ı o zesystematičtěńı př́ıstupu k omezováńı konfiguraćı formálńıch model̊u
podle právě nast́ıněných kritéríı a jejich kombinaćı. Mnoho konkrétńıch měr této tzv. dynamické
složitosti již bylo v́ıce či méně studováno, ovšem bez zařazeńı do širš́ıho kontextu, o které se snaž́ı
tato práce.

39



Část II

Nové formálńı modely a jejich

omezováńı
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Kapitola 4

Definice

Nové formálńı modely zavedené v rámci této práce maj́ı několik společných rys̊u. Ve dvou př́ıpadech
se jedná o přepisuj́ıćı systémy, které nelze zcela striktně řadit bud’ mezi gramatiky, nebo automaty:
#-přepisuj́ıćı systémy (sekce 4.1) a redukuj́ıćı hluboké zásobńıkové automaty (sekce 4.2 resp. 4.2.2).
Třet́ı model se zabývá ř́ızeńım zásobńıkového automatu prostřednictv́ım př́ımého omezováńı jeho
konfiguraćı.

Samotné d́ılč́ı výsledky, které byly o těchto modelech dokázány, jsou uvedeny spolu se všemi
vypracovanými d̊ukazy. Ve většině př́ıpadech diskutujeme vyjádřovaćı śılu daného formálńıho mod-
elu (kapitola 5 a částečně 6). Mezi matematicky nejvýznamněǰśı d̊usledky těchto ekvivalenćı tř́ıd
jazyk̊u patř́ı tvorba nekonečných hierarchíı závislých na omezováńı těchto model̊u (např. index k

nebo n-limitovanost).

4.1 #-přepisuj́ıćı systémy

V celé následuj́ıćı sekci budeme hovořit o kĺıčovém formálńım modelu této práce, včetně několika
zkoumaných modifikaćı. Výsledky týkaj́ıćı se tohoto přepisuj́ıćıho systému tvoř́ı esenciálńı část
textu.

Zavedeme a budeme studovat tzv. #-přepisuj́ıćı systémy, které reprezentuj́ı generativńı ř́ızený
formálńı model. #-přepisuj́ıćı systémy kombinuj́ı vlastnosti automat̊u a gramatik. Z oblasti gra-
matik použ́ıvaj́ı metodu zpracováńı věty jazyka—generováńı věty. Od konečných automat̊u si model
vyp̊ujčuje konečně-stavové ř́ızeńı a vynecháńı neterminálńıch symbol̊u ze své definice.

Největš́ı část studia tohoto nového přepisuj́ıćıho systému je věnována omezováńı na konečných
index a daľśım přirozeným modifikaćım (předevš́ım podsekce 4.1.3 a 4.1.4).

Poprvé byl koncept publikován na studentské soutěži [30] a [31]. Detailńı rozpracováńı hlavńıch
výsledk̊u ([37]) pak tvořilo základ pro mezinárodńı časopiseckou publikaci [34].

4.1.1 Motivace

V teorii formálńıch jazyk̊u je většina jazyk-definuj́ıćıch formálńıch model̊u založených na
přepisuj́ıćıch systémech, které jsou reprezentovány bud’ gramatikami, nebo automaty.

Připomeňme, že gramatiky jazyk generuj́ı a automaty jej akceptuj́ı, což tvoř́ı zásadńı rozd́ıl
těchto dvou př́ıstup̊u k jazyk̊um. Vezměme např́ıklad bezkontextovou gramatiku G (viz rigorózńı
definice 2.13). G obsahuje abecedu terminál̊u a abecedu neterminál̊u, z nichž jeden neterminál je
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označen jako počátečńı symbol. Ze startuj́ıćıho neterminálu začneme postupným přepisováńım jed-
notlivých neterminál̊u generovat větnou formu, což je řetězec nad úplnou abecedou (tj. terminálńımi
i neterminálńımi symboly). Posloupnost přepisováńı s počátkem ve startuj́ıćım neterminálu a kon-
cem ve větné formě, která obsahuje pouze terminálńı symboly, se nazývá derivace věty jazyka a
někdy ř́ıkáme, že G generuje větu jazyka. Množina terminálńıch takto vygenerovaných řetězc̊u
určuje jazyk generovaný gramatikou G.

Z teorie automat̊u můžeme připomenout např́ıklad konečný automat M (viz definice 2.16), který
má konečnou množinu stav̊u, z nichž jeden stav je definován jako počátečńı (startuj́ıćı). Některé
stavy nav́ıc označ́ıme jako koncové, a ty budou mı́t potom při práci automatu speciálńı význam.
M pracuje prostřednictv́ım prováděńı přechod̊u. Během přechodu provede změnu aktuálńıho stavu
(konečná vnitřńı pamět’ modelu) a přečteńı jednoho vstupńıho symbolu. Pokud automat M provede
podle jeho pravidel posloupnost přechod̊u tak, že začne v počátečńım stavu, přečte celý vstupńı
řetězec a skonč́ı ve stavu koncovém, pak ř́ıkáme, že M přij́ımá vstupńı řetězec. Množina všech
přij́ımaných řetězc̊u tedy tvoř́ı jazyk definovaný automatem M .

Mezi formálńımi modely však existuj́ı také jazyk-definuj́ıćı přepisuj́ıćı systémy, které obsahuj́ı
a kombinuj́ı vlastnosti jak gramatik, tak automat̊u (viz [6], [21] a [55]). Tento př́ıstup k defi-
nováńı jazyk-definuj́ıćıho přepisuj́ıćıho systému je podstatně méně častý, než by předpov́ıdala
přirozenost této modifikace. Podobně v duchu této práce, kdy se snaž́ıme demonstrovat možnosti
kombinováńı světa automat̊u a gramatik, definujme nový formálńı model, tzv. #-přepisuj́ıćı systém
(viz předevš́ım [34]). Opravdu, na jednu stranu je tento model generativńı stejně jako gramatiky,
a na druhou jako automaty použ́ıvá konečně-stavové ř́ızeńı.

Inspiraćı pro vytvořeńı nového typu přepisuj́ıćıho systému bylo, kromě kombinováńı př́ıstupu
gramatik a automat̊u, také následuj́ıćı:

• operace rozdělováńı řetězc̊u často v́ıdaná např́ıklad v biologii ([57], [72]), kterou námi
navržený přepisuj́ıćı systém zjednodušeně simuluje prostřednictv́ım zavedeńı jediného
přepisovatelného symbolu, který z hlediska rozdělováńı řetězce tvoř́ı hranici obou rozdělených
část́ı. Tento symbol značme # a nazývejme hranice (bounder). Hranice tedy rozděluje větnou
část konfigurace systému na konečný počet část́ı, které jsou pak tvořeny výhradně pasivńımi
symboly;

• čisté gramatiky, kde se nepouž́ıvaj́ı neterminálńı symboly—na rozd́ıl od čistých gramatik my
povolujeme jedinpu proměnnou, tzv. hranice, takže nelze provádět přepis libovolného sym-
bolu v konfiguraci. Dále na toto omezeńı můžeme nahĺıžet jako na omezeńı popisné složitosti,
kdy omeźıme význačnou podmnožinu úplné abecedy systému na jeden jediný symbol. Přesněji
řečeno, jediný význačný symbol (#) úplné abecedy se nesmı́ vyskytovat v žádné větě defino-
vaného jazyka;

• konečné automaty pro konečně-stavové ř́ızeńı;

• bezkontextové gramatiky pro jednoduchý tvar přepisuj́ıćıho jádra každého pravidla #-
přepisuj́ıćıho systému, tj. jednu hranici přepisujeme na libovolný řetězec, včetně prázdného;

• n-limitovanost aplikovaná na každé pravidlo zvlášt’, kdy vyžadujeme možnost přepsáńı pouze
několika nejlevěǰśıch přepsatelných symbol̊u (proměnných, v našem př́ıpadě hranic). U #-
přepisuj́ıćıho systému tuto podmı́nku začleńıme př́ımo do definice tvaru pravidla. Každé
pravidlo mimo jiné urč́ı, na kolikátou hranici ve větné části konfigurace zleva může být
aplikován předepsaný přepis.
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Nyńı následuje definice #-přepisuj́ıćıho systému. Než-li k ńı přistouṕıme, znova zd̊urazněme,
že základńı podoba systému využ́ıvá pravidla bezkontextového tvaru obohacená o konečně-stavové
ř́ızeńı a omezováńı přepisováńı nejlevěǰśıch hranic prostřednictv́ım n-limitovanosti. Nejedná se však
o klasickou n-limitovanost aplikovanou na celou konfiguraci, ale vztahuj́ıćı se ke každému pravidlu
zvlášt’ (vyjádřeno č́ıselným pořad́ım aktivńı hranice).

Budeme-li hovořit o #-přepisuj́ıćım systému s jiným typem přepisovaćıch pravidel než bezkon-
textovým, bude to vždy explicitně řečeno.

4.1.2 Definice

Definice 4.1. Necht’ N je množina všech kladných celých č́ısel (viz definice 2.1). Bezkontextový
#-přepisuj́ıćı systém (context-free #-rewriting system (CF#RS) nebo zkráceně jen #-přepisuj́ıćı
systém) je čtveřice H = (Q,Σ, s, R), kde Q je konečná množina stav̊u, Σ je úplná abeceda obsahuj́ıćı
speciálńı symbol, který budeme nazývat hranice (bounder) a zapisovat jako #, Q ∩ Σ = ∅, s ∈ Q

je počátečńı stav a
R ⊆ Q × N × {#} × Q × Σ∗

je konečná relace, jej́ımž člen̊um ř́ıkejme pravidla. Pravidlo (p, n,#, q, x) ∈ R, kde n ∈ N, q, p ∈ Q a
x ∈ Σ∗ zapisujme jako r : p n# → q x, kde r je unikátńı návěšt́ı, které lze v př́ıpadě jednoznačnosti
vypustit.

Konfigurace systému H je dvojice z kartézského součinu Q×Σ∗. Necht’ χ je množina všech kon-
figuraćı systému H. Necht’ (p, u#v), (q, uxv) ∈ χ jsou dvě konfigurace, které budeme pro jednodu-
chost zapisovat bez závorek v jediném řetězci jako pu#v, quxv, kde p, q ∈ Q, u, v, x ∈ Σ∗. H

provád́ı výpočetńı krok z pu#v do quxv pomoćı pravidla r : p n# → q x, když occur(#, u) = n− 1,
symbolicky psáno pu#v ⇒ quxv [r] v H nebo krátce pu#v ⇒ quxv.

Standardńım zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme ⇒ na ⇒m (m-kroký výpočet), pro m ≥ 0, a dále na tranzitivńı
uzávěr ⇒+ (netriviálńı výpočet) a tranzitivně-reflexivńı uzávěr ⇒∗ (výpočet).

Jazyk derivovaný systémem H, L(H), definujeme jako

L(H) = {w | s# ⇒∗ qw, q ∈ Q, w ∈ (Σ − {#})∗}.
Poznámka 4.1. Pod́ıváme-li se bĺıže na tvar pravidla v CF#RS (r : p n# → q x), zjist́ıme, že
symbol hranice (#) se v něm na levé straně vyskytuje vždy, a nemá tud́ıž informačńı hodnotu.
V př́ıpadě kontextového tvaru pravidel je nutné uváděńı na levé straně řetězec k přepsáńı. Pro za-
chováńı jednotného tvaru je přepisovaná hranice uváděna i na levé straně pravidel bezkontextových
a pravě-lineárńıch (viz sekce 4.1.3) #-přepisuj́ıćıch systémů.

Definice 4.2. Pro #-přepisuj́ıćı systém definujme konečný index na základě definice 3.2 pro obecný
přepisuj́ıćı systém, kde položme N = {#}, T = Σ−{#} a typ přepisuj́ıćıho systému je samozřejmě
#-přepisuj́ıćı systém, tj. X = CF#RS.

Jinými slovy, je-li k kladné celé č́ıslo, pak #-přepisuj́ıćı systém H je indexu k, jestliže pro
každou konfiguraci x ∈ χ plat́ı, že s# ⇒∗ qy = x implikuje occur(#, y) ≤ k. Poznamenejme, že
H indexu k nemůže dospět do konfigurace, která by obsahovala v́ıce jak k hranic (#), č́ımž se
#-přepisuj́ıćı systém indexu k lǐśı např́ıklad od programovaných gramatik konečného indexu, které
mohou derivovat i řetězce obsahuj́ıćı v́ıce jak k neterminál̊u (z těchto větných forem pak již ale
nelze vygenerovat větu jazyka s indexem k).

Necht’ Lk(CF#RS) označuje tř́ıdu jazyk̊u definovaných bezkontextovými #-přepisuj́ıćımi
systémy indexu k a Lk(P) tř́ıdu jazyk̊u definovaných programovanými gramatikami indexu k (podle
definice 3.2).
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Definice 4.3. Pravidlo #-přepisuj́ıćıho systému nazveme vymazávaj́ıćı (erasing rule), jestliže jeho
pravá strana obsahuje ćılový stav a prázdný řetězec. Např́ıklad p 2# → q ε.

Př́ıklad 4.1. Mějme bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém H = ({s, p, q, f}, {a, b, c,#}, s, R), kde
R obsahuje pravidla:

1: s 1# → p ##

2: p 1# → q a#b

3: q 2# → p #c

4: p 1# → f ab

5: f 1# → f c

L(H) = {anbncn | n ≥ 1}, kdy Ind(H) = 2; tedy #-přepisuj́ıćı systém je indexu 2.
Následuje př́ıklad generováńı řetězce aaabbbccc: s# ⇒ p## [1] ⇒ qa#b# [2] ⇒
pa#b#c [3] ⇒ qaa#bb#c [2] ⇒ paa#bb#cc [3] ⇒ faaabbb#cc [4] ⇒ faaabbbccc [5].

Př́ıklad 4.2. Mějme bezkontextovou gramatiku G = ({S}, {a, b, a′, b′}, S, P ), kde P obsahuje
pravidla:

1. S → SS

2. S → ε

3. S → aSa′

4. S → bSb′

L(G) = D2 tzv. Dyck̊uv jazyk pro dva druhy závorek a plat́ı, že L(G) ∈ CF−Lfin(CF#RS) (viz
[12]).

Z př́ıkladu 4.1 nav́ıc L(H) ∈ Lfin(CF#RS)−CF, tj. L(H) �∈ CF, takže tř́ıda bezkontextových
jazyk̊u a tř́ıda definovaná #-přepisuj́ıćımi systémy s konečným indexem jsou neporovnatelné.

Nejd̊uležitěǰśı výsledky (věty 5.3 a 5.19) o #-přepisuj́ıćıch systémech se týkaj́ı omezeńı konfi-
guraćı na konečný index (viz definice 3.2). Již nyńı lze předeslat, že na základě konečného indexu
budou tyto systémy tvořit nekonečnou hierarchii jazyk̊u, což je matematicky velmi zaj́ımavá vlast-
nost, která silně vypov́ıdá o schopnostech r̊uzných konkrétńıch instanćı přepisuj́ıćıho systému.
Při podrobněǰśım pohledu je zde také úzký vztah ke složitosti (jak prostorové, tak časové), a to
předevš́ım z nově představeného pohledu dynamické složitosti.

4.1.3 Založené na pravě-lineárńıch pravidlech

Jedna z nejpř́ımočařeǰśıch modifikaćı každého přepisuj́ıćıho systému je změna povoleného tvaru
jádra přepisovaćıch pravidel, podobně jako to v̊uči bezkontextovým gramatikám dělaj́ı ostatńı
gramatiky Chomského hierarchie.

Jako speciálńı př́ıpad #-přepisuj́ıćıch systémů nyńı zavedeme a budeme studovat pravě-lineárńı
variantu #-přepisuj́ıćıch systémů. Jak již naznačuje název systému, jádro přepisovaćıch pravidel
bude založeno na pravidlech pravě-lineárńıch gramatik (viz definice 2.15).

Pravě-lineárńı pravidla maj́ı tu vlastnost, že nikdy nezvyšuj́ı počet proměnných (v našem
př́ıpadě hranic) v konfiguraci, tj. pro libovolné pravidlo r plat́ı, že occur(#, rhs(r)) ≤ 1. Proto
je nutné rozděleńı provést hned prostřednictv́ım definováńı počátečńı konfigurace tvaru s#n, kde
s je počátečńı stav systému a n je libovolné kladné celé č́ıslo. Počet hranic pak může v pr̊uběhu
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výpočtu již pouze klesat při aplikaci pravidel tvaru p i# → q α, kde α ∈ (Σ − {#})∗, a t́ım se
přibližovat k výsledné větě jazyka.

Tyto systémy budou tvořit v závislosti na konstantě n nekonečnou hierarchii defino-
vanou např́ıklad n-pravě-lineárńımi jednoduchými maticovými gramatikami (viz sekce 5.1.1).
Prostřednictv́ım daľśıch výsledk̊u bude také nast́ıněn vztah k tř́ıdě pravě-lineárńıch jazyk̊u.

Definice 4.4. Necht’ H = (Q,Σ, s, R) je bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém, n ∈ N a nav́ıc relace
R splňuje

R ⊆ Q × N × {#} × Q × ((Σ − {#})∗{#} ∪ (Σ − {#})∗),
pak H nazývejme n-pravě lineárńı #-přepisuj́ıćı systém (n-right-linear #-rewriting system,
zkráceně n-RLIN#RS).

Pravidlo (p, i,#, q, x) ∈ R, kde i ∈ N, i ≤ n, p, q ∈ Q a x ∈ {α#}∪α, α ∈ (Σ−{#})∗. Pravidlo
většinou budeme zapisovat v přehledněǰśı formě jako r : p i# → q x, kde r je jeho unikátńı návěšt́ı,
které může být př́ıpadně vynecháno.

Pojmy konfigurace, výpočetńı krok, m-kroký výpočet (m ≥ 0), netriviálńı výpočet a výpočet
jsou definovány analogicky jako u bezkontextového #-přepisuj́ıćıho systému (viz definice 4.1).
Výjimku tvoř́ı počátečńı konfigurace σ, která je definována jako σ = s#n.

Jazyk generovaný n-RLIN#RS H, L(H), je definován jako

L(H) = {w | s#n ⇒∗ qw, q ∈ Q,w ∈ (Σ − {#})∗}.

Necht’ n je celé kladné č́ıslo a σ je počátečńı konfigurace n-pravě lineárńıho #-přepisuj́ıćıho
systému H. H je indexu n, pokud každá konfigurace x = qy splňuje podmı́nku, že σ ⇒∗ qy imp-
likuje occur(#, y) ≤ n. Všimněme si, že H indexu n nemůže nikdy vygenerovat řetězec obsahuj́ıćı
v́ıce jak n hranic (#), takže n-RLIN#RS H je vždy indexu nejvýše n.

Necht’ n ∈ N. L(n-RLIN#RS) označuje tř́ıdu jazyk̊u definovanou n-pravě-lineárńımi #-
přepisuj́ıćımi systémy.

Definice 4.5. Výpočetńı krok nazveme #-vymazávaj́ıćı (#-erasing), je-li v tomto kroku přepsána
# na řetězec terminál̊u nebo prázdný řetězec.

Necht’ d je n-kroký výpočet v H, pro libovolné n ≥ 0. Pomoćı di, resp. tdi budeme značit
i-tý výpočetńı krok v posloupnosti krok̊u d, resp. i-tý výpočetńı krok přepisuj́ıćı zleva t-tou #. t

nazýváme stupeň kroku di. Výpočet d označujeme za úspěšný, pokud d popisuje výpočet z počátečńı
konfigurace do koncové konfigurace (q, w), kde w ∈ (Σ − {#})∗.
Př́ıklad 4.3. 3-RLIN#RS H2 = ({s, p, q, r, t}, {a, b, c,#}, s, R2), kde R2 obsahuje pravidla

1: s 1# → p a#

2: p 2# → q b#

3: q 3# → s c#

4: s 1# → r a

5: r 1# → t b

6: t 1# → t c

Např́ıklad H2 provád́ı výpočet aabbcc následovně: s### ⇒ pa### [1] ⇒ qa#b## [2] ⇒
sa#b#c# [3] ⇒ raab#c# [4] ⇒ taabbc# [5] ⇒ taabbcc [6].
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Je zřejmé, že H z př́ıkladu 4.1 je indexu 2 a H2 v tomto př́ıkladu je indexu 3. Oba systémy ale
popisuj́ı tentýž jazyk L(H) = L(H2) = {anbncn | n ≥ 1}.

Představili jsme n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém, který vznikl přirozenou modi-
fikaćı bezkontextového #-přepisuj́ıćıho systému. Tř́ıdy jazyk̊u charakterizované touto variantou
přepisuj́ıćıho systému tvoř́ı nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u v závislosti na počtu hranic v počátečńı
konfiguraci. Důkaz nekonečné hierarchie využije m-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduché maticové
gramatiky, které budou ještě dále zjednodušeny na n-pravě-lineárńı jednoduché maticové gra-
matiky.

Daľśı podstatný výsledek se bude vztahovat k tř́ıdě regulárńıch jazyk̊u. Pokud totiž n-pravě-
lineárńı #-přepisuj́ıćı systém omeźıme jistou obecnou podmı́nkou na cyklické přepisováńı hranic,
źıskáme omezeńı, které bude degradovat vyjadřovaćı śılu právě na úroveň regulárńıch jazyk̊u.
Využit́ı věty 5.8 bude demonstrováno i na odvozeńı jednodušš́ıch závěr̊u, které by bylo nutno
jinak dokazovat zdlouhavěǰśım zp̊usobem.

Oba základńı výsledky týkaj́ıćı se n-pravě-lineárńıch #-přepisuj́ıćıch systémů jsou uvedeny
v sekci 5.1.1 ve větách 5.7 a 5.8.

4.1.4 Založené na zobecněných pravidlech

Předchoźı dvě podsekce představily #-přepisuj́ıćı systémy založené na bezkontextových a pravě-
lineárńıch pravidlech, která vždy během jednoho výpočetńıho kroku přepisuj́ı jediný výskyt hranice.
Samozřejmě lze tyto systémy dále zobecnit tak, že během výpočetńıho kroku budou přepisovat celý
řetězec obsahuj́ıćı alespoň jednu hranici. Jak se pak změńı vyjadřovaćı śıla takto generalizovaného
#-přepisuj́ıćıho systému?

V této sekci budeme diskutovat zobecněnou verzi #-přepisuj́ıćıch systémů, které obsahuj́ı kon-
textová pravidla. Prezentované výsledky nás přesvědč́ı, že t́ımto zobecněńım v př́ıpadě omezeńı
na konečný index neźıskáme mocněǰśı formálńı model. Źıskáme tak pouze daľśı charakterizaci pro
dobře známou nekonečnou hierarchii, jež je tvořena programovanými gramatikami konečného in-
dexu.

Původńı verze #-přepisuj́ıćıho systému je založena na pravidlech tvaru p i# → q γ, kde p,
q jsou stavy, i je kladné celé č́ıslo a γ je řetězec nad úplnou abecedou. Pomoćı tohoto pravidla
systém přepisuje i-tou # řetězcem γ a zároveň měńı aktuálńı stav z p na q. Nyńı diskutujme
zobecněnou verzi #-přepisuj́ıćıho systému, který bude použ́ıvat pravidla tvaru p iα#β → q αγβ,
kde α a β jsou řetězce a nazýváme je levý a pravý kontext; ostatńı symboly maj́ı stejný význam
jako ve výchoźım typu systému. Toto zobecněné pravidlo je možno aplikovat na hranici, pokud se
tato hranice vyskytuje uprostřed α-β kontextu; v ostatńıch aspektech se zobecněné #-přepisuj́ıćı
systémy od bezkontextových nelǐśı.

Definice 4.6. Zobecněný #-přepisuj́ıćı systém (generalized #-rewriting system, zkráceně G#RS)
je čtveřice H = (Q,Σ, s, R), kde Q, Σ a s maj́ı naprosto stejný význam jako u bezkontextového
#-přepisuj́ıćıho systému a konečná relace R splňuje

R ⊆ Q × N × Σ∗{#}Σ∗ × Q × Σ∗.

Pravidla jsou většinou psána ve tvaru r : p iα#β → q αγβ ∈ R, kde r je unikátńı návěšt́ı, i ∈ N,
q, p ∈ Q a α, β, γ ∈ Σ∗, kde α a β jsou levý a pravý kontext pravidla r.

Konfigurace zobecněného systému H je dvojice z Q × Σ∗. Výpočetńı krok je definován trochu
složitěji než u CF#RS. Necht’ puα#βv, quαγβv jsou dvě konfigurace, p, q ∈ Q, u, v, α, β, γ ∈ Σ∗,
i ∈ N a occur(#, uα) = i − 1. Pak H provád́ı výpočetńı krok z puα#βv do quαγβv použit́ım
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pravidla r : p iα#β → q αγβ; symbolicky ṕı̌seme puα#βv ⇒ quαγβv [r] v H. Pokud chceme
explicitně vyjádřit pouze pozici hranice, která byla ve výpočetńım kroku přepsána, ṕı̌seme
puα#βv i⇒ quαγβv v H.

Analogicky jako u bezkontextového #-přepisuj́ıćıho systému rozš́ı̌ŕıme výpočetńı krok na m-
kroký výpočet (m ≥ 0), netriviálńı výpočet a výpočet (viz definice 4.1).

Jazyk generovaný G#RS H je definován totožně jako u CF#RS.

Poznamenejme, že zvláštńı př́ıpad G#RS, kdy každé pravidlo r : p iα#β → q αγβ ∈ R splňuje
podmı́nku, že α = β = ε, pak je H bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém (CF#RS).

Necht’ k je kladné celé č́ıslo. H je indexu k, pokud pro každou konfiguraci x = qy systému H

plat́ı, že s# ⇒∗ qy implikuje occur(#, y) ≤ k (tedy analogicky k definici 3.2).

Definice 4.7. Pro G#RS H, maxL(H) a maxR(H) označuj́ı maximálńı délku levé a pravé strany
pravidel. Přesněji, necht’ H = (Q,Σ, s, R) je G#RS, pak maxL(H) = max({|α| | p iα → q β ∈ R})
a maxR(H) = max({|β| | p iα → q β ∈ R}).

Necht’ k je kladné celé č́ıslo. Lk(G#RS) resp. L(G#RS) označuj́ı tř́ıdu jazyk̊u generovaných
zobecněnými #-přepisuj́ıćımi systémy konečného indexu k resp. bez omezeńı na konečný index.

Př́ıklad 4.4. G#RS H3 = ({s, p, q}, {a, b, c,#}, s, R3), kde R3 obsahuje pravidla

1: s 1# → s a##

2: s 2a## → p a#b#c

3: p 1a# → q aa#

4: q 2b#c → p bb#cc

5: p 1a# → p a

6: p 1b#c → p bc

Např́ıklad, H3 provád́ı generováńı aabbcc následovně: s# ⇒ sa## [1] ⇒ pa#b#c [2] ⇒
qaa#b#c [3] ⇒ paa#bb#cc [4] ⇒ paabb#cc [5] ⇒ paabbcc [6].

Detailněji se pod́ıvejme např́ıklad na druhé pravidlo a jeho aplikaci v tomto výpočtu. Pro
pravidlo s 2a## → p a#b#c jsou dva r̊uzné zp̊usoby jak voĺıme levý a pravý kontext přepisované
hranice. Na levé straně pravidla jsou dvě hranice a to, kterou hranici bude možné přepsat záviśı
na výchoźı konfiguraci, protože pravidlo diktuje přepis právě druhé hranice zleva. V př́ıkladu je
tedy brán jako levý kontext α = a# a pravý kontext β = ε.

Pokud si však vezmeme jiný př́ıklad výpočetńıho kroku v jiném zobecněném systému, mohou
být kontexty jiné. Např́ıklad sa#a## ⇒ pa#a#b#c# [s 2a## → p a#b#c], kdy je levý kontext
α = a a pravý β = #.

Je zřejmé, že H v př́ıkladu 4.1 a H3 z tohoto př́ıkladu jsou oba indexu 2 a oba systémy popisuj́ı
tentýž jazyk L(H1) = L(H3) = {anbncn | n ≥ 1}, který patř́ı do rozd́ılu L(CF#RS)−CF, a tedy
neńı bezkontextový.

Hlavńım výsledkem pro zobecněné #-přepisuj́ıćı systémy je fakt, že pod omezeńım na konečný
index se vyjadřovaćı śıla oproti bezkontextovým systémům nezměńı, takže źıskáme pouze alterna-
tivńı charakterizaci nám již dobře známé nekonečné hierarchie jazyk̊u generované programovanými
gramatikami konečného indexu (viz [34] a věty 3.1.2i, 3.1.7 v [12]).

Tento výsledek je zaj́ımavý předevš́ım v porovnáńı s obdobným zobecněńım v př́ıpadě gramatik
Chomského hierarchie (viz věta 2.2), kde kontextové gramatiky maj́ı mnohem větš́ı śılu než běžné
bezkontextové gramatiky.
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4.1.5 Daľśı varianty #-přepisuj́ıćıch systémů

V rámci dizertačńı práce bylo studováno také několik daľśıch variant #-přepisuj́ıćıch systémů.
Většina výsledk̊u k těmto modifikaćım je v současné době rozpracovaná nebo ve fázi hypotéz.
Těmto výsledk̊um a hypotézám se budeme částečně věnovat také v kapitolách 6 a 7.

Mějme bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém H = (Q,Σ, s, R). Některé modifikace představených
systémů definujme následovně:

1. H je deterministický #-přepisuj́ıćı systém, jestliže pro každé pravidlo p ∈ Q a pro každé
celé kladné č́ıslo i plat́ı, že p i# je levá strana nejvýše jednoho pravidla v H. Determinismus
#-přepisuj́ıćıch systémů lze smysluplně definovat i několika daľśımi zp̊usoby, které však maj́ı
odlǐsné vlastnosti, a bĺıže se jimi budeme zabývat v kapitole 6.2.1;

2. Necht’ α, β ∈ χ jsou konfigurace. Jestliže α ⇒ β v H, pak H př́ımo redukuje β na α, pro
odlǐseńı značeno β � α, a H nazýváme redukuj́ıćı #-přepisuj́ıćı systém.

3. H pracuje paralelńım zp̊usobem, pokud simultánně (naráz) přepisuje všechny hranice
v aktuálńı větné formě během jediného výpočetńıho kroku.

Po jisté úpravě lze varianty přizp̊usobit i na n-pravě-lineárńı a zobecněné #-přepisuj́ıćı systémy.
Nyńı krátce okomentujme některé představené varianty.

Redukuj́ıćı varianta

Mı́sto dosavadńıho př́ıstupu generováńı věty shora dol̊u se inspirujme syntaktickými analyzátory,
které umı́ pracovat i směrem zdola nahoru, a od generováńı přejděme k redukováńı.

Necht’ H = (Q,Σ, s, R) je #-přepisuj́ıćı systém. H budeme nazývat redukuj́ıćı #-přepisuj́ıćı
systém (accepting #-rewriting system), pokud redukuje daný jazyk pomoćı posloupnosti redukćı
(mı́sto výpočetńıch generativńıch krok̊u). H provád́ı redukčńı krok z quxv do pu#v podle pravidla
r : p n# → q x, symbolicky zapsáno quxv � pu#v [r] v H. Necht’ �∗ znač́ı reflexivně-tranzitivńı
uzávěr �.

Jazyk definovaný redukuj́ıćım systémem H, rL(H), je definován jako

rL(H) = {w | qw �∗ s#, q ∈ Q,w ∈ (Σ − {#})∗}.

Uvažujme H = ({s, p, q, f}, {a, b, c,#}, s, R) z př́ıkladu 4.1, pak redukuj́ıćı varianta systému
provád́ı přepis řetězce aaabbbccc následovně: faaabbbccc � faaabbb#cc [5] � paa#bb#cc[4] �
qaa#bb#c [3] � pa#b#c [2] � qa#b# [3] � p## [2] � s# [1].

Paralelńı varianta

Paralelńı #-přepisuj́ıćı systém je pětice H = (Q,Σ, s, P, R), kde Q,Σ a s jsou definovány stejným
zp̊usobem jako u CF#RS, P ⊆ N × Σ∗ je konečná relace obsahuj́ıćı položky nazývané jádra
pravidel, která budeme zapisovat ve formě n# s→x, n ∈ N, x ∈ Σ∗ (levou a pravou stranu pravidla
oddělujeme šipkou s levým dolńım indexem ”s“), a R ⊆ Q×2P ×Q je konečná relace s podmı́nkou,
že pro každé pravidlo (p, F, q) ∈ R, p, q ∈ Q, F ∈ 2P plat́ı, že pro každé dvě jádra pravidel c, d ∈ F ,
c : i# s→xc, d : j# s→xd je i �= j.

Pravidlo t = (pt, {r1, . . . , rm}, qt) ∈ R, m ≥ 1, je aplikovatelné na konfiguraci px, p ∈ Q, x ∈ Σ∗,
když a jen když p = pt, occur(#, x) ≥ ij , pro všechna 1 ≤ j ≤ m, kde rj : ij

# s→ yj .

48



KAPITOLA 4. DEFINICE

Typ systému Zkratka Tvar pravidel
n-pravě lineárńı n-RL#RS Q × N × {#} × Q × (Σ − {#})∗({#, ε})
Bezkontextové (základńı) #RS nebo CF#RS Q × N × {#} × Q × Σ∗

Kontextové (zobecněné) G#RS Q × N × Σ∗{#}Σ∗ × Q × Σ∗

Tabulka 4.1: #-přepisuj́ıćı systémy - přehled

H provád́ı výpočetńı krok z pu do qv použit́ım pravidla t = (p, {r1, . . . , rm}, q), symbolicky
pu p⇒qv [t] v H, pokud je t aplikovatelné na pu a jádra pravidel r1, . . . , rm jsou aplikována na u a
stav p je změněn na nový stav q.

Uvažujme paralelńı #-přepisuj́ıćı systém indexu k jako př́ımou analogii k CF#RS indexu
k. Popis aplikovatelnosti pravidla pak muśı být rozš́ı̌ren o podmı́nku, že occur(#, x) − m +
m∑

l=1

occur(#, yl) ≤ k.

Necht’ p⇒∗ znač́ı tranzitivně-reflexivńı uzávěr relace p⇒. Jazyk generovaný paralelńım #-
přepisuj́ıćım systémem H, pL(H), je definován jako

pL(H) = {w | s# p⇒∗qw, q ∈ Q,w ∈ (Σ − {#})∗}.

T́ımto jsme stručně popsali i některé daľśı modifikace #-přepisuj́ıćıch systémů, které budou
studovány předevš́ım v budoucnu (viz kapitola 7).

Tabulka 4.1 slouž́ı pro shrnut́ı r̊uzných definovaných #-přepisuj́ıćıch systémů.

4.2 Hluboké zásobńıkové automaty

Teprve nedávno se začaly studovat duálńı modely k ř́ızeným gramatikám, které souhrnně nazvěme
ř́ızené automaty (např. [28, 23, 52]). Jedńım z daľśıch reprezentant̊u, který lze také označit jako
zobecněný klasický zásobńıkový automat, je následuj́ıćı nový formálńı model teorie automat̊u, jenž
byl nedávno zaveden profesorem Medunou v [50].

I v následuj́ıćım přepisuj́ıćım systému najdeme princip kombinováńı automat̊u s gramatikami.
Klasický zásobńıkový automat pracuje vždy pouze s vrcholem zásobńık̊u (viz definice 2.17), kdežto
gramatika provád́ı přepisy obecně ve kterékoliv části větné formy. Nyńı se inspirujme gramatikami
a studujme modifikovaný zásobńıkový automat, který umožňuje pracovat i se symboly hlouběji na
zásobńıku. Abychom však úplně ”nezahodili“ základńı princip zásobńıkové struktury, jež je opti-
malizovaná pouze na práci s vrcholem zásobńıku (operace odebráńı z vrcholu a vložeńı na vrchol),
budeme uvažovat manipulaci pouze se symboly do jisté omezené maximálńı hloubky (např. pouze
prvńımi dvěma aktivńımi symboly od vrcholu směrem ke dnu zásobńıku). Vše ostatńı ponechejme
stejné jako u klasického zásobńıkového automatu.

Definice 4.8. Hluboký zásobńıkový automat (Deep Pushdown Automaton, zkráceně DTDP) je
sedmice M = (Q,T,Γ, R, s, S, F ), kde Q je konečná množina stav̊u, T je vstupńı abeceda, Γ je
zásobńıková abeceda, N označuje množinu všech kladných celých č́ısel, N, Q a Γ jsou po dvojićıch
disjunktńı, T ⊆ Γ, # ∈ Γ − T a znaku # ř́ıkáme dno zásobńıku, R ⊆ (N × Q × (Γ − (T ∪
{#})) × Q × (Γ − {#})+) ∪ (N × Q × {#} × Q × (Γ − {#})∗{#}) je konečná relace, s ∈ Q je
počátečńı stav, S ∈ Γ je počátečńı zásobńıkový symbol a F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.

Mı́sto pětice (m, q,A, p, v) ∈ R použ́ıváme notaci mqA → pv ∈ R, mqA → pv nazýváme
pravidlem a R je pak množina pravidel automatu M .
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Definice 4.9. Konfigurace automatu M (viz definice 4.8) je trojice z Q × T ∗ × (Γ − {#})∗{#}.
Necht’ χ označuje množinu všech možných konfiguraćı automatu M a necht’ x, y ∈ χ jsou dvě
konfigurace. M provád́ı porovnáńı (pop) při přechodu od konfigurace x ke konfiguraci y, zapisujeme
jako x p⇒ y, jestliže x = (q, az, au), y = (q, z, u), kde a ∈ T , z ∈ T ∗, u ∈ Γ∗, q ∈ Q. M expanduje
(expand) sv̊uj zásobńık z konfigurace x na y pomoćı pravidla r : mqA → pv ∈ R, zapisujme
x e⇒ y [r], když x = (q, w, uAz), y = (p, w, uvz), kde A ∈ Γ − T , u, v, z ∈ Γ∗, q, p ∈ Q, w ∈ T ∗ a
occur(Γ − T, u) = m − 1.

Pro M prováděj́ıćı přechod x e⇒ y podle pravidla mqA → pv, ṕı̌seme x e⇒ y [mqA → pv].
Ř́ıkáme, že mqA → pv je pravidlo hloubky m a x e⇒ y [mqA → pv] je expanze hloubky m. M

provád́ı přechod z konfigurace x do y, značme x ⇒ y, když M bud’ x e⇒ y, a nebo x p⇒ y. Je-li
n ∈ N minimálńı kladné celé č́ıslo takové, že každé pravidlo automatu M má hloubku n nebo nižš́ı,
ř́ıkáme, že M je hloubky n a ṕı̌seme nM .

Standardńım zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme p⇒, e⇒ a ⇒ na p⇒m, e⇒m a ⇒m, pro m ≥ 0 a dále definu-
jeme p⇒+, p⇒∗, e⇒+, e⇒∗, ⇒+ a ⇒∗.

Necht’ M je hloubky n, pro nějaké n ∈ N. Jazyk přij́ımaný automatem nM definujeme jako
L(nM), kde L(nM) = {w ∈ T ∗| (s, w, S#) ⇒∗ (f, ε,#) v nM a f ∈ F}.

Pro všechna k ≥ 1 definujme tř́ıdy jazyk̊u kL(DTDP) = {L(iM) | iM je hluboký zásobńıkový
automat, 1 ≤ i ≤ k}.

Pod́ıvejme se na vztah mezi n-limitovanost́ı u gramatik a hloubkou n u DTDP. Pokud budeme
zapisovat komponentu konfigurace pro reprezentaci obsahu zásobńıku jako řetězec zleva do-
prava, kde nejlevěǰśı symbol bude vrchol zásobńıku a nejpravěǰśı jeho dnem, můžeme porovnat
přepisováńı v této komponentě s větnou komponentou v gramatikách. Při omezováńı gramatik
na n-limitovanost jsme omezovali, kolik neterminál̊u zleva můžeme v libovolném kroku přepsat,
ale neurčovali jsme přesně kolikátý. U DTDP je omezeńı maximálńı hloubky n přesně koreluj́ıćı
s omezováńım práce gramatik pomoćı n-limitovanosti. Nav́ıc také určujeme kolikátá proměnná od
vrcholu zásobńıku bude přepsána (expandována). Opět jsme tedy demonstrovali úzkou provázanost
světa automat̊u a gramatik.

Př́ıklad 4.5. Mějme hluboký zásobńıkový automat 2M = ({s, q, p, f}, {a, b, c}, {A,B, S,
#, a, b, c}, R, s, S, {f}) s pravidly

R = { 1sS → qAB,
1qA → paAb,
1qA → pab,
2pB → qBc,
2pB → fc }.

Následuje krátký př́ıklad přijet́ı řetězce aabbcc t́ımto automatem:

(s, aabbcc, S#) e⇒ (q, aabbcc, AB#) [1sS → qAB]
e⇒ (p, aabbcc, aAbB#) [1qA → paAb]
p⇒ (p, abbcc, AbB#)
e⇒ (q, abbcc, AbBc#) [2pB → qBc]
e⇒ (p, abbcc, abbBc#) [1qA → pab]
p⇒ (p, bbcc, bbBc#)
p⇒ (p, bcc, bBc#)
p⇒ (p, cc,Bc#)
e⇒ (f, cc, cc#) [2pB → fc]
p⇒ (f, c, c#)
p⇒ (f, ε, #).
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Předchoźı posloupnost přechod̊u od počátečńı ke koncové konfiguraci zaṕı̌seme stručně
jako (s, aabbcc, S#) ⇒∗ (f, ε,#) a prohláśıme řetězec aabbcc za úspěšně přijatý hlubokým
zásobńıkovým automatem M . Všimněme si, že L(2M) = {anbncn|n ≥ 1} ∈ 2L(DTDP), kde
L(2M) ∈ CS − CF.

Pozorováńı 4.1. Podobně jako u #-přepisuj́ıćıch systémů i u hlubokých zásobńıkových automat̊u
je omezováńı definováno implicitně tvarem pravidel a požadavkem na konečnost množiny pravidel.
Vždy tak pro DTDP M existuje nějaké k ≥ 1, pro které plat́ı, že k = max({m| mqA → pv ∈ RM}).

Tento nový zobecněný automat byl poprvé ústně prezentován a diskutován na konferenci
WFM’06 (př́ıspěvek [33]), kde byla nast́ıněna myšlenka d̊ukaz̊u následuj́ıćıch výsledk̊u (věta 4.1),
jež byly rigorózně dokázány v [50], a též několik zaj́ımavých modifikaćı určených pro daľśı zkoumáńı
tohoto formálńıho modelu.

Na tomto mı́stě je vhodné zd̊uraznit, že autor tohoto textu nepracoval př́ımo na vytvořeńı
hlubokého zásobńıkového automatu (viz [50]), ale spolupracoval až na některých jeho modifikaćıch.

Následuj́ıćı věta 4.1 je převzata z [50] kv̊uli ucelenosti výkladu.

Věta 4.1 ([50]). Pro každé celé č́ıslo k ≥ 1 plat́ı, že kL(DTDP) = kL(ST) a kL(DTDP) ⊂
k+1L(DTDP).

Důkaz věty 4.1. Konstrukčńı i rigorózńı část d̊ukazu najdeme taktéž v [50]. Důkaz je veden
se silným využit́ım analogie mezi omezeńım přepisováńı v DTDP na hloubku n a mezi omezeńım
přepisováńı n-limitovanost́ı ve stavové gramatice. Je v něm demonstrována ekvivalence těchto dvou
model̊u a z toho plynoućı nekonečná hierarchie jazyk̊u, kterou dokázal Kasai pro n-limitované
stavové gramatiky ([21]).

V článku [50] byly také nast́ıněny otevřené problémy a otázky ohledně determinismu a povoleńı
vymazávaj́ıćıch pravidel.

4.2.1 Deterministické hluboké zásobńıkové automaty

Přirozenou a matematicky elegantně zapsatelnou modifikaćı hlubokého zásobńıkového automatu je
definice determinismu vzhledem k hloubce expanźı. To znamená, že pokud se rozhodneme pro ex-
panzi v konkrétńı hloubce i, budeme mı́t nejvýše jedinou možnost, jaké pravidlo v aktuálńım
stavu vybrat. Tud́ıž v množině pravidel nepovolujeme např́ıklad současnou existenci pravidla
r1 : 1pA → qx a pravidla r2 : 2pC → oy.

Definice 4.10. M je deterministický hluboký zásobńıkový automat vzhledem k hloubce expanźı,
plat́ı-li pro každé q ∈ Q, card({m | mqA → pv ∈ R, A ∈ Γ − T , v ∈ Γ+, p ∈ Q}) ≤ 1, protože
ze stejného stavu maj́ı všechny možné expanze automatu M stejnou hloubku. Dále řekneme, že
hluboký zásobńıkový automat je silně deterministický, pokud pro každé pravidlo mqA → pv ∈ R

plat́ı, že card({mqA → ow ∈ R| o ∈ Q, w ∈ Γ+} − {mqA → pv}) = 0.

Poznamenejme, že M z př́ıkladu 4.5 je deterministický v̊uči hloubce expanźı, ale neńı silně
deterministický.

4.2.2 Redukuj́ıćı hluboké zásobńıkové automaty

Dále studovaná varianta hlubokého zásobńıkového automatu modifikuje základńı zp̊usob jeho
chováńı. Hluboký zásobńıkový automat popsaný v [33] a [50] byl založen na principu hluboce
pracuj́ıćıho analyzátoru shora-dol̊u. Přirozenou modifikaćı je tedy zavedeńı př́ıstupu zdola-nahoru
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do konceptu hlubokého zásobńıkového automatu. Takto zmodifikovaný automat pak nazveme
redukuj́ıćı hluboký zásobńıkový automat (viz [35, 36]). Zaj́ımavost́ı tohoto konceptu bude také
studium obou směr̊u zpracováńı vstupńı věty, tedy jak klasický směr zleva doprava, tak předevš́ım
zprava doleva.

V rámci výsledk̊u pak źıskáme daľśı nekonečnou hierarchii tř́ıd jazyk̊u založenou na tom, jak
hluboko v zásobńıku umožńıme prováděńı redukćı.

Motivace a princip

V teorii formálńıch jazyk̊u lze zachytit již několik př́ıpad̊u zobecňováńı zásobńıkových automat̊u
([40, 47, 50]). Jednou z nejpraktičtěǰśıch modifikaćı jsou př́ıpady, kdy přepisuj́ıćı systémy, at’ již
plně formálńı nebo pro praxi účelově upravené, umožňuj́ı pracovat nejen s vrcholem zásobńıku, ale
také se symboly hlouběji na zásobńıku.

Z pohledu klasických zásobńıkových automat̊u źıskáme jak v př́ıstupu shora-dol̊u, tak v př́ıpadě
užit́ı metody zdola-nahoru obecně ekvivalentńı modely. Pokud se však omeźıme pouze na deter-
ministické bezkontextové gramatiky, konkrétně LL(k) gramatiky pro př́ıpad práce shora-dol̊u a
LR(k) pro zdola-nahoru, zmı́něná ekvivalence již neplat́ı a druhý model je silněǰśı, a tud́ıž pro
praxi cenněǰśı.

Jednou z hlavńıch motivaćı studia redukuj́ıćıch hlubokých zásobńıkových automat̊u je otázka,
jak tento vztah obou př́ıstup̊u (shora-dol̊u a zdola-nahoru) ovlivńı hloubka, ve které dané operace
povoĺıme provádět?

Uvažujme klasickou simulaci bezkontextové gramatiky pomoćı klasického zásobńıkového au-
tomatu, který pracuje jako obecný analyzátor zdola-nahoru (viz [48]). Během každého kroku
analyzátor bud’ přesune symbol vstupńı pásky na zásobńık (shift), nebo redukuje část obsahu
zásobńıku na jediný zásobńıkový symbol (reduction). Která z akćı se provede, záviśı na symbolu na
vrcholu zásobńıku, aktuálńım symbolu na vstupńı pásce a samozřejmě na aktuálńım stavu. Oper-
ace přesun odejme symbol ze vstupu (z pozice čtećı hlavy) a vlož́ı jej na vrchol zásobńıku a nakonec
o jeden symbol posune ukazatel čtećı hlavy na vstupńı pásce. Druhou operaćı je redukce podřetězce
na vrcholu zásobńıku, který je přepsán podle odpov́ıdaj́ıćıho pravidla na jediný zásobńıkový sym-
bol, jenž nepatř́ı mezi vstupńı symboly. Proměnné jsou tedy v tomto přepisuj́ıćım systému všechny
symboly zásobńıkové abecedy, protože tvoř́ı přepisovaný, resp. redukovaný podřetězec.

Automat pak přij́ımá vstupńı řetězec x, pokud provede posloupnost krok̊u takových, že vedou ke
kompletńımu přečteńı x ze vstupńı pásky, vyprázdněńı zásobńıku a zároveň vstouṕı do koncového
stavu. Poznamenejme, že některé knihy nevyžaduj́ı úspěšné skončeńı výpočtu v koncovém stavu
(např. věta 5.1 v [64]).

Po inspiraci předchoźımi odstavci představme zobecněné verze analyzátor̊u shora-dol̊u (viz
hluboký zásobńıkový automat v sekci 4.2) a zdola-nahoru (nyńı definovaný redukuj́ıćı hluboký
zásobńıkový automat).

Zobecněný analyzátor zdola-nahoru reprezentovaný zásobńıkovým automatem pracuje stejně
jako ten v základńı verzi (viz definice 2.17), až na to, že:

a) čte vstupńı pásku zprava doleva (definujeme i modifikaci čtoućı zleva doprava) a

b) provád́ı redukce zásobńıku až v hloubce m, kde m je hloubka zásobńıkového symbolu, na
který byl podřetězec zásobńıku redukován.

Dále jej budeme nazývat zprava-doleva redukuj́ıćı hluboký zásobńıkový automat (Right-to-Left
Reducing Deep Pushdown Automaton).
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Definice 4.11. Redukuj́ıćı hluboký zásobńıkový automat (zkráceně RDPDA) je šestice, M =
(Q,T,Γ, R, s, S, F ), kde Q je konečná množina stav̊u, T je vstupńı abeceda a Γ je zásobńıková
abeceda, N, Q a Γ jsou po dvojićıch navzájem disjunktńı (pro definici N viz definice 2.1), T ⊆ Γ,
Γ − T obsahuje speciálńı symbol dno zásobńıku označený #, R ⊆ (Q × Γ+ × N × Q × (Γ − T )) je
konečná relace, s ∈ Q je počátečńı stav, S ∈ Γ je počátečńı zásobńıkový symbol, F ⊆ Q je množina
koncových stav̊u. Mı́sto (q, v, m, p, A) ∈ R, ṕı̌seme qv � mpA ∈ R a qv � mpA nazýváme pravidlo.
Podle toho také R označujeme jako množinu pravidel automatu M .

Konfigurace automatu M je trojice z Q×T ∗×(Γ−{#})∗{#}, takže vrchol zásobńıku je nejlevěǰśı
symbol třet́ı komponenty konfigurace. Necht’ χ označuje množinu všech konfiguraćı automatu M .
Necht’ x, y ∈ χ jsou dvě konfigurace a p, q ∈ Q jsou dva stavy. M přesouvá symbol svého vstupu
na zásobńık, tedy přepisuje konfiguraci z x na y jedńım ze dvou zp̊usob̊u:

a) x s⇒ y, kde x = (q, ua, z), y = (q, u, az), kde a ∈ T , u ∈ T ∗, z ∈ Γ∗. M pak nazýváme
konkrétněji zprava-doleva redukuj́ıćı (zkrátka rlRDPDA).

b) x s⇒ y, kde x = (q, au, z), y = (q, u, az), kde a ∈ T , u ∈ T ∗, z ∈ Γ∗. M pak nazýváme
konkrétněji zleva-doprava redukuj́ıćı (zkrátka lrRDPDA).

M redukuje obsah svého zásobńıku, tedy měńı konfiguraci z x na y, symbolicky x r⇒ y, jestliže
x = (q, w, uvz) y = (p, w, uAz) a qv � mpA ∈ R, kde w ∈ T ∗, A ∈ (Γ−T −{#}), u, z ∈ Γ∗, v ∈ Γ+

a occur(Γ − T, u) = m − 1.
Abychom vyjádřili, když M provád́ı x r⇒ y podle pravidla qv � mpA, ṕı̌seme x r⇒ y [qv � mpA].

Také ř́ıkáme, že qv � mpA je pravidlo hloubky m; podobně, x r⇒ y [qv � mpA] je redukce hloubky
m. M provád́ı krok z x do y, symbolicky zapsáno jako x ⇒ y, jestliže M provede bud’ x s⇒ y, nebo
x r⇒ y.

Je-li n ∈ N minimálńı celé kladné č́ıslo takové, že každé pravidlo automatu M je hloubky n

nebo nižš́ı, ř́ıkáme, že M je hloubky n, což symbolicky zapisujeme jako nM .
Standardńım zp̊usobem rozšǐrme s⇒, r⇒ a ⇒ na s⇒m, r⇒m a ⇒m, pro libovolné m ≥ 0; pak

na základě s⇒m, r⇒m a ⇒m definujme s⇒+, r⇒+, ⇒+, s⇒∗, r⇒∗, ⇒∗.
Necht’ M je hloubky n, pro nějaké n ∈ N. Definujme jazyk přij́ımaný automatem nM , L(nM),

jako L(nM) = {w ∈ T ∗| (s, w,#) ⇒∗ (f, ε, S#) v nM s f ∈ F}.
Pro každé k ≥ 1, kL(RDPDA), resp. kL(lrRDPDA) označuje tř́ıdu jazyk̊u definovaných

zprava-doleva, resp. zleva-doprava redukuj́ıćımi hlubokými zásobńıkovými automaty hloubky i,
kde 1 ≤ i ≤ k.

Následuj́ıćı př́ıklad demonstruje redukci věty automatem rlRDPDA.
Př́ıklad 4.6. Mějme rlRDPDA, 2M = ({s, p, q, t, f}, {a, b, c}, {a, b, c, A,C, S}, R, s, S, {f})
s množinou pravidel R:

1. sab � 1pA

2. pc � 2qC

3. qaAb � 1tA

4. tcC � 2qC

5. qAC � 1fS

2M provede při nač́ıtáńı vstupu aabbcc ve směru zprava-doleva následuj́ıćı posloupnost přesun̊u
a redukćı:
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(s, aabbcc,#) s⇒ (s, aabbc, c#) s⇒ (s, aabb, cc#) s⇒ (s, aab, bcc#) s⇒ (s, aa, bbcc#)
s⇒ (s, a, abbcc#) r⇒ (p, a,Abcc#) [1] r⇒ (q, a, AbcC#) [2] s⇒ (q, ε, aAbcC#) r⇒ (t, ε, AcC#)
[3] r⇒ (q, ε, AC#) [4] r⇒ (f, ε, S#) [5].

T́ımto jsme ukázali, že aabbcc ∈ L(2M). Všimněme si také, že L(2M) = {anbncn| n ≤ 1} a
poznamenejme, že L(2M) ∈ CS − CF.

4.3 Zásobńıkový automat s omezeným zásobńıkem

V této sekci definujeme nový formálńı model modifikaćı klasického zásobńıkového automatu (viz
definice 2.17)—zásobńıkový automat s omezeným obsahem zásobńıku. Obsah zásobńıku je ome-
zován tzv. omezuj́ıćım jazykem. Tento obecný zp̊usob omezováńı konfigurace přepisuj́ıćıho systému
se tedy vztahuje konkrétně na prvńı komponentu konfigurace (viz definice 2.18). Během aplikace
pravidla v tomto modelu je prováděna kontrola, zda obsah zásobńıku tvoř́ı větu omezuj́ıćıho jazyka.
V př́ıpadě, že by dokončeńı aplikace tohoto pravidla měnilo obsah zásobńıku tak, že by netvořil
větu omezuj́ıćıho jazyka, nelze pravidlo použ́ıt. Na klasifikaci omezuj́ıćıho jazyka v Chomského
hierarchii pak záviśı výsledná mocnost omezovaného automatu.

Ve výsledćıch ukážeme, že pokud je tento omezuj́ıćı jazyk regulárńı, model nepřekroč́ı śılu
bezkontextových jazyk̊u (věta 5.13). Dále je demonstrováno, že již v př́ıpadě lineárńıho omezuj́ıćıho
jazyka źıskáváme větš́ı vyjadřovaćı śılu (př́ıklad 4.7).

Definice 4.12. Zásobńıkový automat s omezeným obsahem zásobńıku (Pushdown Automaton
with Restricted Pushdown-Content, zkráceně RCPDA) je dvojice H = (M,Ξ), kde M =
(Q,T,Γ, R, s, S, F ) je klasický zásobńıkový automat (viz definice 2.17) a Ξ ⊆ Γ∗ je tzv. omezuj́ıćı
jazyk.

Definice konfigurace RCPDA H je totožná s klasickým zásobńıkovým automatem, takže je třeba
pouze definovat přechodovou relaci (krok) a jazyk přij́ımaný t́ımto novým přepisuj́ıćım systémem.

Definice 4.13. Nejprve definujme množinu všech možných obsah̊u zásobńıku automatu H =
(M,Ξ), M = (Q,T,Γ, R, s, S, F ), při přij́ımáńı věty w jako K(H,w) = {γ | w ∈ T ∗, w ∈ L(M),
posloupnost přechod̊u (S, s, w) ⇒∗ (γ, q, u) ⇒∗ (γF , qF , ε), u ∈ suffixes(w), q ∈ Q, qF ∈ F a
γ, γF ∈ Γ∗}.

K(H,w) obsahuje všechny řetězce, které se vyskytly na zásobńıku během všech možných cest
při přij́ımáńı řetězce w automatem M .

Definice 4.14. Jazyk přij́ımaný zásobńıkovým automatem s omezeným obsahem zásobńıku, H =
(M,Ξ),

L(H) = {w | w ∈ L(M), K(H,w) ⊆ Ξ}.
Tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných RCPDA, kde ř́ıd́ıćı jazyk patř́ı do tř́ıdy jazyk̊u L(X) budeme značit
L(RCPDA, X).

Poznámka 4.2. Podobně jako v př́ıpadě definice konečného indexu u #-přepisuj́ıćıch systémů, i
zde je možno provést definici L(H) volněǰśım zp̊usobem, který neomezuje všechny cesty k větě, ale
vyžaduje existenci alespoň jedné, která splňuje podmı́nku omezováńı obsahu zásobńıku omezuj́ıćım
jazykem Ξ. Slabš́ı definice jazyka přij́ımaného RCPDA H = (M = (Q,T,Γ, R, s, S, F ),Ξ),
L(H) = {w| existuje posloupnost přechod̊u (S, s, w) = (γ0, q0, u0) ⇒M (γ1, q1, u1) ⇒M . . .

⇒M (γn, qn, un) = (ε, qF , ε) taková, že n ≥ 0, γ0, . . . , γn ∈ Ξ, qF ∈ F , ui = suffix(w, |w| − i)
pro všechna 1 ≤ i ≤ n}.
Př́ıklad 4.7. Mějme zásobńıkový automat M = (Q,T, T ∪{#,∆}, R, #, s, {f}), kde Q = {s, p, f},
T = {a, b, c} a množina pravidel R obsahuje pravidla:
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1. #sε → #cs

2. csε → ccs

3. csa → cas

4. asa → aas

5. asε → a∆s

6. ∆sε → εq

7. aqb → εq

8. cqc → εq

9. #qε → εf .

Omezuj́ıćı lineárńı jazyk, L(G), zadaný gramatikou G = (Σ, T, P, S), Σ = N ∪ T , kde N =
{S, X, Y }, T = {a, c,#,∆} a množina pravidel P obsahuje:

1. S → #cX

2. S → #

3. S → ε

4. S → #cY a∆

5. X → cXa

6. X → cX

7. X → ε

8. Y → cY a

9. Y → ε.

Je zřejmé, že G je lineárńı gramatika, protože každé jej́ı pravidlo obsahuje na pravé straně
nejvýše jeden neterminálńı symbol, tedy L(G) ∈ LIN. L(G) = {ε} ∪ {#cnam| m,n ≥ 0, m ≤ n} ∪
{#cnan∆| n ≥ 1}.

Definujeme-li zásobńıkový automat s omezeným obsahem zásobńıku H = (M,L(G)), zjist́ıme
po deľśım studiu, že L(H) = {anbncn| n ≥ 1}.

Skutečně, 1. a 2. pravidlo z R nedeterministicky vygeneruj́ı potřebný počet symbol̊u c; 3. a 4.
pravidlo provád́ı čteńı a přesun symbol̊u a ze vstupu na zásobńık; 5. pravidlo nedeterministicky
rozhodne, že jsou přečteny všechny symboly a a provede vložeńı ∆ na zásobńık. V tuto chv́ıli se
dostává do hry podjazyk {#cnan∆| n ≥ 1} jazyka L(G), který obsahuje na konci symbol ∆, a
bude tak zajǐstěn stejný počet symbol̊u a i c na zásobńıku. Pak 6. pravidlo symbol ∆ zase odstrańı;
7. a 8. pravidlo přečte ze vstupu symboly b a pak symboly c a k tomu odstrańı ze zásobńıku vždy
odpov́ıdaj́ıćı symbol a a pak c. Neńı-li již co č́ıst a zásobńık je (až na dno) prázdný, posledńı
pravidlo přejde do koncového stavu f a zcela vymaže zásobńık.

Z praktického hlediska je automat opravdu nějak omezován pouze v kroku pomoćı pátého
pravidla, kdy je vyžádáno splněńı podmı́nky o stejném počtu a i c. V ostatńıch kroćıch automatu
M se omezováńı reálně neuplatňuje. To nás může vést v praxi k takové modifikaci, kdy omezováńı
budume aplikovat pouze na některé kroky výpočtu.

4.4 Shrnut́ı

Nyńı si pouze tabulkově zopakujme nejpodstatněǰśı zavedené přepisuj́ıćı systémy (viz tabulka 4.2).
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Název (anglicky) Zkratka Tř́ıda jazyk̊u
Right-Linear Grammars RLIN REG
Context-Free Grammars CF CF
Context-Sensitive Grammars CS CS
#-Rewriting Systems CF#RS L(CF#RS)
Generalized #-Rewriting Systems G#RS L(G#RS)
n-Right-Linear #-Rewriting Systems n-RLIN#RS L(n-RLIN#RS)
Pushdown Automata with Restricted Pushdown-Content RCPDA L(RCPDA, X)
Deep Pushdown Automata DTDP L(DTDP)
Reducing Deep Pushdown Automata RDPDA L(RDPDA)
State Grammars ST L(ST)
Programmed Grammars PG L(P)
Random-context Grammars RC L(RC)

Tabulka 4.2: Přehled nejd̊uležitěǰśıch přepisuj́ıćıch systémů
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Kapitola 5

Výsledky

Tato kapitola popisuje a hlavně dokazuje všechny nejd̊uležitěǰśı výsledky vzniklé při studiu ome-
zováńı přepisuj́ıćıch systémů se zaměřeńım na jejich nové typy. Výsledky lze rozdělit do dvou
sekćı: (1) vyjadřovaćı śıla přepisuj́ıćıch systémů, (2) nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u založené na
omezováńı přepisuj́ıćıch systémů.
Konvence 5.1. Všechny originálńı výsledky (věty a lemmata) této práce jsou dokázány
prostřednictv́ım konstrukčńıch d̊ukaz̊u. Konstrukčńı d̊ukazy by měly být správně ještě komple-
továny rigorózńım indukčńım d̊ukazem, který by demonstroval správnost konstrukce. Tyto d̊ukazy
jsou však v některých př́ıpadech vypuštěny a v př́ıpadě zájmu ponechány na laskavém čtenáři.

5.1 Vyjadřovaćı śıla omezovaných přepisuj́ıćıch systémů

Nyńı si představ́ıme vyjadřovaćı śılu #-přepisuj́ıćıch systémů s r̊uznými tvary pravidel s omezeńım
konfiguraćı na konečný index. To znamená, že pro nějaké k ≥ 1 bude každá konfigurace obsahovat
nejvýše k hranic.

5.1.1 Bezkontextové #-přepisuj́ıćı systémy

Nyńı demonstrujme, že #-přepisuj́ıćı systémy založené na bezkontextových pravidlech konečného
indexu charakterizuj́ı právě dobře známou nekonečnou hierarchii jazyk̊u, která je definovaná
např́ıklad programovanými gramatikami konečného indexu (viz věty 3.1.2i a 3.1.7 v knize [12]).

Z širš́ı perspektivy tento výsledek dokazuje, že přepisuj́ıćı systémy založené na kombinaci gra-
matik a automat̊u maj́ı přirozený vztah ke klasickým témat̊um a výsledk̊um z oblasti formálńıch
jazyk̊u, takže na ně mohou poskytnout alternativńı úhel pohledu.

Podobně jako většina d̊ukaz̊u ekvivalence dvou formálńıch model̊u provedeme demonstraci
obou směr̊u vzájemné inkluze těchto tř́ıd jazyk̊u, které odpov́ıdaj́ı vyjadřovaćı śıle porovnávaných
model̊u. Informatice nejbližš́ı zp̊usob je konstrukce algoritmu pro převod mezi těmito modely tak,
aby byl zachován stejný přij́ımaný jazyk, resp. tř́ıda jazyk̊u.

Základńı myšlenka konstrukce má pak p̊uvod v alternativńı verzi d̊ukazu o rovnosti Lfin(RC) =
Lfin(P) (viz [32]).

Lemma 5.1. Pro každé k ≥ 1, Lk(P) ⊆ Lk(CF#RS).

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.1. Necht’ k ≥ 1 je kladné celé č́ıslo. Necht’ G = (Σ, T, P, S)
je programovaná gramatika indexu k, kde N = Σ − T . Vytvoř́ıme #-přepisuj́ıćı systém indexu k,
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H = (Q, T ∪ {#}, s, R), kde # /∈ T , s = 〈σ〉, σ je nový symbol, a R a Q jsou zkonstruovány podle
posloupnosti následuj́ıćıch krok̊u:

1. Pro každé pravidlo �p : S → α, g(p) ∈ P , α ∈ Σ∗, přidejme 〈σ〉1# → 〈[p]〉# do R, kde 〈[p]〉 je
nový stav v Q a g(p) bude značit množinu následných pravidel pravidla p.

2. Je-li A1A2 . . . Aj . . . Ah ∈ N∗, h ∈ {1, 2, . . . , k}, �p : Aj →x0B1x1B2x2 . . . xn−1Bnxn, g(p) ∈ P ,
j ∈ {1, 2, . . . , h} pro n ≥ 0, x0, xt ∈ T ∗, Bt ∈ N , 1 ≤ t ≤ n a n + h − 1 ≤ k, pak

(a) pokud g(p) = ∅, tak 〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉, 〈A1A2 . . . B1 . . . Bn . . . Ah〉 jsou nové
stavy v Q a pravidlo 〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉j# → 〈A1 A2 . . . B1 . . . Bn . . . Ah〉
x0#x1 . . . xn−1#xn přidejme do R;

(b) pro každé q ∈ g(p), q : Dd→α, α ∈ Σ∗ přidejme nové stavy 〈A1A2 . . . Aj−1[p] Aj+1 . . . Ah〉 a
〈D1D2 . . . Dd−1[q]Dd+1 . . . Dn+h−1〉 do Q a do R přidejme následuj́ıćı pravidlo:
〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉j# → 〈D1D2 . . . Dd−1[q]Dd+1 . . . Dn+h−1〉 x0#x1 . . . xn, kde
až na Dd = [q] plat́ı A1 . . . Aj−1B1 . . . BnAj+1 . . . Ah = D1 . . . Dh+n−1, B1 . . . Bn =
Dj . . . Dj+n−1, pro nějaké d ∈ {1, 2, . . . , n + h − 1}.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.1. H simuluje derivaci programované gramatiky G. In-
formace nutné pro simulaci jsou zaznamenány uvnitř stav̊u nových pravidel v H. Každý stav v Q

obsahuje řetězec neterminál̊u z N∗, kde jeden ze symbol̊u v tomto řetězci je nahrazen návěšt́ım
pravidla z P (v hranatých závorkách).

Necht’ x0A1x1 . . . xh−1Ahxh je větná forma derivovaná pomoćı G, kde xi ∈ T ∗ pro 0 ≤ i ≤ h

a Al ∈ Σ − T pro 1 ≤ l ≤ h, a necht’ �p : Aj → α, g(p) je pravidlo v P aplikovatelné
v daľśım kroku na neterminál Aj , 1 ≤ j ≤ h. Pak, nová konfigurace systému H je tvaru
〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉x0#x1 . . . xh−1#xh, kde jsou zapamatovány a reflektovány neter-
minály z odpov́ıdaj́ıćı větné formy z G i návěšt́ı pravidla k následné aplikaci. Přepis pro simulaci p

nahrad́ı j-tou hranici řetězcem α a změńı stav tak, aby reflektoval korespondenci neterminál̊u z G

a vzniklých hranic na mı́stě j-té hranice. Změna stavu také odráž́ı nedeterministický předběžný
výběr pravidla z g(p) pro pokračováńı simulace.

Rigorózńı d̊ukaz:

Tvrzeńı 5.1.1. Jestlǐze S ⇒m x0A1x1A2x2 . . . xh−1Ahxh v G, pak 〈σ〉# ⇒r 〈A1A2 . . . Ah〉
x0#x1 . . . xh [q1q2 . . . qr] v H, pro m ≥ 0. Je-li g(qr) �= ∅, pak existuje pravidlo �qr+1 : Aj →
y0B1y1 . . . yh−1Bnyn, g(qr+1), kde n + h − 1 ≤ k, qr+1 ∈ g(qr), Aj = [qr+1] a q1, . . . , qr, qr+1 ∈
Lab(R).

Důkaz tvrzeńı 5.1.1. Toto tvrzeńı je dokázáno indukćı podle m.

Základ indukce: Necht’ m = 0. Pro S ⇒0 S v G existuje 〈σ〉# ⇒1 〈[p]〉# v H, kde �p : S →
α, g(p) ∈ P a 〈σ〉1# → 〈[p]〉# ∈ R.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı 5.1.1 plat́ı pro všechny výpočty délky m nebo méně
pro libovolné m ≥ 0.

Indukčńı krok: Uvažujme S ⇒m y [p1p2 . . . pm], kde y = x0A1x1 . . . xn−1Ahxh a p1, . . . , pm, pm+1 ∈
Lab(P ) takovou, že y ⇒ x [pm+1]. Je-li m = 0, pak pm+1 ∈ {p | lhs(p) =
S, p ∈ Lab(P )}; jinak pm+1 ∈ g(pm). Pro �pm+1 : Aj → y0B1y1 . . . yn−1Bnyn, g(pm+1)
je x ve tvaru: x = x0A1x1 . . . Aj−1xj−1y0B1y1 . . . yn−1BnynxjAj+1 . . . xh−1Ahxh, kde
x0, . . . , xh ∈ T ∗ a y0, . . . , yn ∈ T ∗. Podle indukčńı hypotézy existuje výpočet 〈σ〉# ⇒r

〈A1A2 . . . Aj−1[pm+1]Aj+1 . . . Ah〉x0#x1 . . . xh−1#xh [q1q2 . . . qr] ⇒
〈A1A2 . . . Aj−1B1 . . . BnAj+1 . . . Ah〉x0# . . .#xj−1y0# . . .#ynxj# . . .#xh [qr+1], r ≥ 1, qi ∈
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Lab(R), 1 ≤ i ≤ r + 1. Je-li g(pm+1) �= ∅, pak existuje pravidlo pm+2 ∈ g(pm+1) a řetězec
D1D2 . . . Dn+h−1 takový, že A1A2 . . . Aj−1B1 . . . BnAj+1 . . . Ah = D1D2 . . . Dn+h−1, kde pro
nejvýše jedno d ∈ {1, 2, . . . , n + h − 1} je Dd = [qr+2], qr+2 ∈ g(qr+1).

Tvrzeńı 5.1.2. Jestlǐze S ⇒z x v G, pak 〈σ〉# ⇒∗ 〈〉x v H, kde z ≥ 0 a x ∈ T ∗.

Důkaz tvrzeńı 5.1.2. Uvažujme platné tvrzeńı 5.1.1 pro h = 0. V takovém př́ıpadě, jestliže
S ⇒z x0, pak 〈σ〉# ⇒∗ 〈〉x0. Nyńı již jen položme x0 = x.

Tvrzeńı 5.1.1 a 5.1.2 tedy formálně dokazuj́ı lemma 5.1.

Lemma 5.2. Pro každé k ≥ 1, Lk(CF#RS) ⊆ Lk(P).

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.2. Necht’ k ≥ 1 je kladné celé č́ıslo. Necht’ H = (Q,T∪{#}, s, R)
je #-přepisuj́ıćı systém indexu k, kde Σ = T ∪ {#} a T ∩ {#} = ∅. Vytvořme programovanou
gramatiku indexu k, G = (Σ, T, P, S), kde množina neterminál̊u N = Σ− T a množina pravidel P

jsou zkonstruovány následovně:

1. S = 〈s, 1, 1〉;
2. N = {〈p, i, h〉 | p ∈ Q, 1 ≤ i ≤ h, i ≤ h ≤ k} ∪ {〈q′, i, h〉 | q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ h, i ≤ h ≤ k}

∪ {〈q′′, i, h〉 | q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ h, i ≤ h ≤ k} ∪ {〈q′′, 1, 0〉 | q ∈ Q};
3. Pro každé pravidlo r : p i# → qy ∈ R, y = y0#y1 . . . ym−1#ym, y0, y1, y2 . . . ym ∈ T ∗, přidejme

následuj́ıćı množinu do P :

(i) {〈p, j, h〉 → 〈q′, j, h + m − 1〉,
{r′ | je-li j + 1 = i, pak r′ : 〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m − 1〉, jinak r′ : 〈p, j + 1,

h〉 → 〈q′, j + 1, h + m − 1〉 }
| 1 ≤ j < i, i ≤ h ≤ hmax}
∪

(ii) {〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m − 1〉,
{r′ | je-li i = h, pak r′ : 〈q′′, i, h + m − 1〉 → y0〈q′, i, h + m − 1〉y1〈q′, i + 1, h +

m − 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i + m − 1, h + m − 1〉ym, jinak r′ : 〈p, i + 1, h〉 →
〈q′, i + 1 + m − 1, h + m − 1〉}

| i ≤ h ≤ hmax}
∪

(iii) {〈p, j, h〉 → 〈q′, j + m − 1, h + m − 1〉,
{r′ | je-li j = h, pak r′ : 〈q′′, i, h + m − 1〉 → y0〈q′, i, h + m − 1〉y1〈q′, i + 1,

h + m − 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i + m − 1, h + m − 1〉ym, jinak r′ : 〈p, j +
1, h〉 → 〈q′, j + 1 + m − 1, h + m − 1〉}

| i < j ≤ h, i ≤ h ≤ hmax}
∪

(iv) {〈q′′, i, h + m − 1〉 → y0〈q′, i, h + m − 1〉y1〈q′, i + 1, h + m − 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i +
m − 1, h + m − 1〉ym,

{r′ | r′ : 〈q′, 1, h + m − 1〉 → 〈q, 1, h + m − 1〉}
| i ≤ h ≤ hmax}
∪

(v) {〈q′, j, h + m − 1〉 → 〈q, j, h + m − 1〉,
{r′ | je-li j < h + m − 1, pak r′ : 〈q′, j + 1, h + m − 1〉 → 〈q, j + 1, h + m − 1〉,

jinak r′ : 〈p̃, 1, h + m − 1〉 → 〈q̃′, 1, h + m − 1 + m̃ − 1〉, kde
p̃ ĩ# → q̃ỹ0#ỹ1 . . . ỹm̃−1#ỹm̃ ∈ R, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹm̃ ∈ T ∗, je-li ĩ = 1,
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pak q̃′ := q̃′′}
| 1 ≤ j ≤ h + m − 1, i ≤ h ≤ hmax},

kde hmax = k pokud m = 0; jinak hmax = k − m + 1.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.2. G simuluje pomoćı několika derivačńıch krok̊u jediný
krok v H. Informace nutné pro přesnou simulaci uchováváme v neterminálńıch symbolech. Uvnitř
každého neterminálu tvaru 〈p, i, h〉, který se může vyskytovat ve větné formě vygenerované gra-
matikou G, zaznamenáváme tyto informace

(1) p—aktuálńı stav systému H;

(2) i—pozici výskytu # v aktuálńı konfiguraci systému H;

(3) h—celkový počet všech # v aktuálńı konfiguraci.

Z těchto tř́ı informaćı a z množiny g(p) vázaj́ıćı se k p, najdeme, zda je p aplikovatelné v daľśım
kroku a pokud ano, simulujeme výpočetńı krok pravidly, která jsme vytvořili ve třet́ım bodě
předchoźı konstrukce. Simulace se skládá ze čtyř část́ı:

(a) uvnitř všech neterminál̊u větné formy změňme komponentu pro celkový počet hranic, potažmo
neterminál̊u, z hodnoty h na h+m−1, kde m je počet neterminál̊u vyskytuj́ıćıch se na pravé
straně pravidla p, takže h + m− 1 je celkový počet výskyt̊u neterminál̊u po aplikaci pravidla
p (viz pravidla konstruovaná v (i) až (iii));

(b) v neterminálech, které následuj́ı za přepsaným neterminálem, změňme jejich aktuálńı pozici
(druhá komponenta), aby odpov́ıdala stavu po aplikaci pravidla p (viz konstrukčńı krok (iii));

(c) aplikujme p a vyberme pravidlo (respektive návěšt́ı) q z g(p), které bude použito v následné
simulaci daľśıho kroku v H (viz (iv));

(d) dokončeme simulovaný výpočetńı krok v H pravidly zavedenými konstrukčńım bodem (v).

Rigorózńı d̊ukaz:

Tvrzeńı 5.2.1. Jestlǐze 〈σ〉# ⇒c 〈ϑ〉y0#y1 . . . yn−1#yn v H, pak S ⇒∗ y0A1y1 . . . yn−1Anyn v G

pro libovolné c ≥ 0.

Důkaz tvrzeńı 5.2.1. Toto tvrzeńı dokažme indukćı podle c.

Základ indukce: Necht’ c = 0. Pro 〈σ〉# ⇒0 〈σ〉# v H existuje S ⇒0 S v G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı 5.2.1 plat́ı pro všechny výpočetńı kroky délky c

nebo nižš́ı pro libovolné c ≥ 0.

Indukčńı krok: Uvažujme 〈σ〉# ⇒c 〈ϑ〉y0#y1 . . . yh [r1r2 . . . rc] v H, rt ∈ Lab(R), 1 ≤ t ≤ c

a rc+1 : 〈ϑ〉i# → 〈ω〉x0#x1 . . . xm−1#xm ∈ R, x0, . . . , xm ∈ T ∗ takovou, že 〈ϑ〉y0# . . .#yh ⇒
〈ω〉y0#y1# . . .#yi−1x0#x1# . . .#xmyi#yi+1# . . .#yh [rc+1]. Podle tvrzeńı 5.2.1 existuje také
derivace D1∗ : y0A1 . . . Ahyh ⇒∗ y0A1y1 . . . yi−1x0B1x1 . . . BmxmyiAi+1 . . . Ahyh v G.

Nyńı si na základě konstrukčńı části d̊ukazu ukažme, že taková derivace existuje.
Mějme větnou formu y0A1y1 . . . Ahyh. Přejmenujme neterminály At na 〈ϑ, t, h〉 pro 1 ≤ t ≤ h a

źıskejme základńı větnou formu y0〈ϑ, 1, h〉y1 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh, na které zač́ıná simulace derivace
D1∗. Tato simulace muśı vycházet z prob́ıhaj́ıćı aplikace pravidel vzniklých ve třet́ım konstrukčńım
kroku.
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(3i) ∀j : 1 ≤ j < i aplikujme pravidla tvaru 〈p, j, h〉 → 〈q′, j, h + m − 1〉:
F1 = y0〈ϑ, 1, h〉y1 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh ⇒ y0〈ω′, 1, h + m − 1〉y1〈ϑ, 2, h〉y2 . . . yh−1

〈ϑ, h, h〉yh ⇒i−2 y0〈ω′, 1, h + m − 1〉y1 . . . yi−2〈ω′, i − 1, h + m − 1〉yi−1〈ϑ, i, h〉
yi . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh = F2

(3ii) aplikujme 〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m − 1〉:
F2 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m − 1〉y1 . . . yi−1〈ω′′, i, h + m − 1〉yi . . . yh−1〈ϑ, h, h〉 = F3.
Je-li i = h, pak položme F4 = F3 a pokračujme s (3iv), jinak pokračujme s (3iii).

(3iii) ∀j : i < j ≤ h aplikujme pravidla tvaru 〈p, j, h〉 → 〈q′, j + m − 1, h + m − 1〉:
F3 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m − 1〉y1 . . . yi−2〈ω′, i − 1, h + m − 1〉yi−1〈ω′′, i, h + m − 1〉yi

〈ω′, i + m,h + m − 1〉 yi+1〈ϑ, i + 2, h〉yi+2 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh ⇒h−i−1 y0〈ω′, 1, h + m − 1〉
y1 . . . yi−1〈ω′′, i, h + m − 1〉yi+1 . . . yh−1〈ω′, h + m − 1, h + m − 1〉yh = F4

(3iv) aplikujme 〈q′′, i, h + m − 1〉 → y0〈q′, i, h + m − 1〉y1 . . . ym−1〈q′, i + m − 1, h + m − 1〉ym:
F4 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m − 1〉y1 . . . yi−1x0〈ω′, i, h + m − 1〉x1 . . . xm−1〈ω′, i + m − 1, h + m −
1〉xmyi . . . yh−1〈ω′, h + m − 1, h + m − 1〉yh = F5

(3v) ∀j : 1 ≤ j ≤ h + m − 1 aplikujme pravidla tvaru 〈q′, j, h + m − 1〉 → 〈q, j, h + m − 1〉:
F5 ⇒h+m−1 y0〈ω, 1, h + m− 1〉y1 . . . yi−1x0〈ω, i, h + m− 1〉x1 . . . xm−1〈ω, i + m− 1, h + m−
1〉xmyi . . . yh−1〈ω, h + m − 1, h + m − 1〉yh = F6 (výsledná forma)

Nyńı zpětně přejmenujme všechny neterminály tvaru 〈ω, t, h + m− 1〉 ve výsledné formě F6 na
At pro 1 ≤ t < i, 〈ω, t, h + m − 1〉 na Bt−i+1 pro i ≤ t ≤ i + m − 1, a 〈ω, t, h + m − 1〉 na At−m+1

pro i + m ≤ t ≤ h + m − 1. Takto jsme dostali y0A1y1 . . . yi−1x0B1x1 . . . BmxmyiAi+1 . . . Ahyh.

Tvrzeńı 5.2.2. Jestlǐze 〈σ〉# ⇒z 〈〉x v H, pak S ⇒∗ x pro libovolné z ≥ 0.

Důkaz tvrzeńı 5.2.2. Toto tvrzeńı jednoduše plyne z tvrzeńı 5.2.1 pro n = 0.

Lemma 5.2 je t́ımto pomoćı Tvrzeńı 5.2.1 a 5.2.2 formálně dokázáno.

Věta 5.3. Pro každé celé č́ıslo k ≥ 1 plat́ı, že Lk(CF#RS) = Lk(P).

Důkaz věty 5.3. Věta 5.3 př́ımo vyplývá ze dvou předchoźıch lemmat 5.1 a 5.2.
�

T́ımto jsme dokázali ekvivalenci CF#RS a programovaných gramatik při aplikaci omezováńı
konfiguraćı na stejný konečný index.

Důsledek 5.4. Pro všechna k ≥ 1 plat́ı, že pro každý jazyk L definovaný CF#RS indexu k, H

existuje CF#RS indexu k bez vymazávaj́ıćıch pravidel (viz definice 4.3), H ′, takový, že L = L(H) =
L(H ′).

Důkaz d̊usledku 5.4. Důkaz plyne z věty 3.1.2i v [12], která mimo jiné ř́ıká, že Lk(P) =
Lk(P, CF − ε) a z ekvivalence dokázané ve větě 5.3.

Alternativně by bylo možno vést d̊ukaz podobným principem jako v autorově př́ıspěvku [29]
o odstraňováńı některých vymazávaj́ıćıch pravidel z programovaných gramatik s kontrolou výskytu.
Pouze mı́sto návěšt́ı pravidla by pro uchováváńı potřebných informaćı sloužil stav systému.

�
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5.1.2 n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systémy

Pokuśıme-li se dokázat, že L(mn-RLIN#RS) = Rm
[n], což by slovně řečeno znamenalo, že #-

přepisuj́ıćı systémy s m · n komponentami, které použ́ıvaj́ı pouze pravě-lineárńı pravidla, mohou
být odsimulovány m-paralelńımi n-pravě-lineárńımi jednoduchými maticovými gramatikami, které
kombinuj́ı volně-paralelńı aplikaci pravidel s ř́ızeńım pomoćı jednoduchých matic, zjist́ıme, že to
z principu nelze. Je to dáno předevš́ım t́ım, že onen paralelismus neńı tak restriktivńı mechanis-
mus, abychom s jeho pomoćı mohli alespoň částečně odsimulovat stavové ř́ızeńı v #-přepisuj́ıćım
systému. V opačném směru tento převod uskutečnitelný je (viz lemma 5.5). Zapomeňme tedy na
paralelńı aplikace pravidel a zaměřme se na 1-paralelńı n-pravě-lineárńı jednoduché maticové gra-
matiky (viz definice 2.22 a lemma 5.6). Pro tento typ gramatik pak lze pro každé n ≥ 1 dokázat
ekvivalenci

R1
[n] = L(n-RLIN#RS).

U obou následuj́ıćıch lemmat budou uvedeny pouze konstrukčńı d̊ukazy (viz konvence 5.1).

Lemma 5.5. Pro všechna m,n ≥ 1, Rm
[n] ⊆ L(mn-RLIN#RS).

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.5. Necht’ G = (N11, . . . , Nmn, T, S, P ) je m-paralelńı n-
pravě-lineárńı jednoduchá maticová gramatika a necht’ M1, . . . ,Mm jsou vzájemně disjunktńı
množiny maticových pravidel (matrix-rule sets), kde pro každé 1 ≤ i ≤ m, Mi = {µ : [Xi1 →
αi1Yi1, . . . , Xin → αinYin] | µ ∈ P , Xij , Yij ∈ Nij , αij ∈ T ∗, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {µ : [Xi1 →
αi1, . . . , Xin → αin] | µ ∈ P , Xij ∈ Nij , αij ∈ T ∗, 1 ≤ j ≤ n} takové, že P − {σ : [S →
X11 . . . Xmn] | σ ∈ P} =

⋃
1≤i≤m

Mi.

Z G vytvoř́ıme ekvivalentńı mn-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém H = (Q,Σ, s, R), Σ = T ∪
{#}, T ∩ {#} = ∅, pomoćı následuj́ıćıch krok̊u:

1. Q = {s}∪ {〈η, µ, l〉 | η ∈ suffixes(X11 . . . Xmn), Xij ∈ Nij pro všechna 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
µ ∈ Mk, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n}, kde s je nový symbol pro počátečńı stav;

2. R =

(i) {s 1# → 〈X11 . . . Xmn, µ1, 1〉 #
| µ1 ∈ M1, X11 . . . Xmn = rhs(σ), σ : [S → X11 . . . Xmn] ∈ P}

∪
(ii) {〈Y11 . . . Yij−1Xij . . . Xmn, µi, j〉 (i−1)·n+j# →

〈Y11 . . . YijXij+1 . . . Xmn, µi, j + 1〉αij#
| µi : [Xi1 → αi1Yi1, . . . , Xin → αinYin] ∈ Mi,
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < n}

∪
(iii) {〈Y11 . . . Yin−1Xin . . . Xmn, µi, n〉 i·n# →

〈Y11 . . . YinX(i+1)1 . . . Xmn, µi+1, 1〉αin#
| 1 ≤ i < m, µi+1 ∈ Mi+1, µi : [Xi1 → αi1Yi1, . . . , Xin →

αinYin] ∈ Mi}
∪

(iv) {〈Y11 . . . Ymn−1Xmn, µm, n〉m·n# → 〈Y11 . . . Ymn, µ1, 1〉 αmn#
| µ1 ∈ M1, µm : [Xm1 → αm1Ym1, . . . , Xmn → αmnYmn] ∈ Mm}

∪
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(v) {〈Xij . . . Xmn, µi, j〉 1# → 〈Xij+1 . . . Xmn, µi, j + 1〉 αij

| µi : [Xi1 → αi1, . . . , Xin → αin] ∈ Mi, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < n}
∪

(vi) {〈Xin . . . Xmn, µi, n〉 1# → 〈X(i+1)1 . . . Xmn, µi+1, 1〉 αin

| 1 ≤ i < m, µi+1 ∈ Mi+1, µi : [Xi1 → αi1, . . . , Xin → αin] ∈ Mi}
∪

(vii) {〈Xmn, µm, n〉 1# → 〈ε, µm, n〉 αmn

| µm : [Xm1 → αm1, . . . , Xmn → αmn] ∈ Mm}.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.5. H simuluje každý derivačńı krok v G následovně.
Informace potřebné k simulaci derivace jsou uloženy v aktuálńım stavu systému H tvaru 〈η, µi, l〉.
Kv̊uli simulaci paralelismu v G jsou pravidla z G rozdělena na množiny maticových pravidel, Mi.
Každý stav z Q obsahuje řetězec neterminál̊u η, návěšt́ı matice µi a pořadové č́ıslo l pravidla v rámci
matice. Pořadové č́ıslo vyb́ırá pravidlo z dané matice, které bude aplikováno v následuj́ıćım kroku.
Simulace posledńıho pravidla v Mi změńı stav systému H tak, že může být provedena simulace
matice z množiny Mi+1. Nakonec simulace posledńıho pravidla matice z Mm změńı stav H tak, že
může být simulováno prvńı pravidlo z matice z prvńı množiny matic M1.

Stručně řečeno, H d́ıky stavovému ř́ızeńı zajǐst’uje atomičnost sekvenčně simulovaných
paralelńıch i maticových přepis̊u.

Pro změnu neterminál̊u v řetězci η z prvńı komponenty stavu se použ́ıvaj́ı pravidla z P tvaru
Xij → αijYij . Pravidla tvaru Xij → αij jsou zase použ́ıvány pro odstraněńı neterminál̊u z η. Pokud
již nejsou v η žádné neterminály, systém nemá možnost, jak dále pokračovat, a jeho výpočet skonč́ı.
Pokud byla simulace úspěšná, bude vygenerován terminálńı řetězec.

Lemma 5.6. Pro všechna n ≥ 1, L(n-RLIN#RS) ⊆ R1
[n].

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.6. Necht’ n ≥ 1 je kladné celé č́ıslo a H = (Q,Σ, s, R) je n-pravě-
lineárńı #-přepisuj́ıćı systém. K systému H zkonstruujme ekvivalentńı 1-paralelńı n-pravě-lineárńı
jednoduchou maticovou gramatiku G = (N11, . . . , N1n, T, S, P ) podle těchto krok̊u:

1. T = Σ − {#}.
2. N1i = {〈i, j, q〉 | q ∈ Q, 1 ≤ j ≤ i} ∪ {Xi} pro každé 1 ≤ i ≤ n, kde Xi je nový neterminálńı

symbol.

3. Přidejme S → 〈1, 1, s〉〈2, 2, s〉 . . . 〈n, n, s〉 do P .

4. Pro každé pravidlo r : p j# → q α# ∈ R, α ∈ T ∗, přidejme [η1, . . . , ηi−1, 〈i, j, p〉 →
α〈i, j, q〉, ηi+1, . . . , ηn] do P , kde pro každé k ∈ {1, . . . , n} − {i} a 1 ≤ k′ ≤ k, je ηk ve
tvaru 〈k, k′, p〉 → 〈k, k′, q〉 nebo Xk → Xk.

5. Pro každé pravidlo r : p j# → q α ∈ R, α ∈ T ∗, přidejme [η1, . . . , ηi−1, 〈i, j, p〉 →
αXi, ηi+1, . . . , ηn] do P , kde
pro každé 1 ≤ k < i a 1 ≤ k′ ≤ k, je ηk tvaru 〈k, k′, p〉 → 〈k, k′, q〉 nebo Xk → Xk a
pro každé i < l ≤ n a 1 ≤ l′ ≤ n, je ηl tvaru 〈l, l′, p〉 → 〈l, l′ − 1, q〉 nebo Xl → Xl.

6. Přidejme [X1 → ε, X2 → ε, . . . ,Xn → ε] do P .
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Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.6. G simuluje každý výpočetńı krok z H následuj́ıćım
zp̊usobem. Každý neterminál obsahuje tři komponenty. Kv̊uli zajǐstěńı disjunktnosti abeced neter-
minál̊u N1i, . . . , N1n bude prvńı komponenta každého neterminálu obsahovat index (nebo př́ıpadně
libovolný jiný unikátńı identifikátor) dané neterminálńı abecedy, do které onen neterminál patř́ı.
Druhá komponenta reprezentuje pozici odpov́ıdaj́ıćı hranice (#) v aktuálńı konfiguraci systému
H. A posledńı, třet́ı komponenta obsahuje informace o stavu systému H.

Nav́ıc využijeme pomocné neterminály X1, . . . , Xn, které neobsahuj́ı posledńı dvě komponenty,
tedy žádné informace o stavech, ani o hranićıch. Pomocné neterminály X1, . . . , Xn nám dovoluj́ı
mı́t všechny matice stejné velikosti n přesně, jak to vyžaduje definice m-Pn-G (viz definice 2.22).

Pravidla z R, která jsou tvaru p j# → q α#, měńı informaci o stavu uvnitř všech neterminál̊u
až na ty, které jsou tvaru Xi. Pravidla z R tvaru p j# → q α provád́ı totéž až na přepis neterminálu
〈i, j, p〉 na Xi a přeindexováńı za ńım následuj́ıćıch neterminál̊u. T́ımto odsimulujeme odstraněńı
#.

Když se dopracujeme do situace, že všechny neterminály jsou tvaru Xi, použijeme pravidlo
[X1 → ε, X2 → ε, . . . ,Xn → ε] k odstraněńı všech neterminál̊u z větné formy, č́ımž źıskáme kýžený
terminálńı řetězec.

Věta 5.7. Pro všechna m,n ≥ 1, Rm
[n] ⊂ L(mn-RLIN#RS) = R1

[mn].

Důkaz věty 5.7. Zapakujme, že Rmn
[1] ⊂ Rm

[n] ⊂ R1
[mn], pro libovolné m + n > 1 (viz věta 10

v [77]). Takže pak věta 5.7 plyne z Rm
[n] ⊂ R1

[mn], lemmatu 5.5 a lemmatu 5.6.
�

Před daľśım zaj́ımavým výsledkem ohledně #-přepisuj́ıćıch systémů s n pravě-lineárńımi kom-
ponentami je potřeba popsat jisté omezeńı přechod̊u mezi konfiguracemi. Samotná definice lehce
nezvyklého, ale poměrně obecného omezeńı je uvedena v samotném zněńı věty 5.8.

Nyńı se pokusme podrobněji popsat implikaci použitou ve větě 5.8.
Výpočetńı krok označený udi (viz definice 4.5) budeme nyńı pro lepš́ı názornost značit po-

drobněji jako udi⇒ .
Následná implikace omezuje každý úspěšný výpočet v #-přepisuj́ıćım systému.

Necht’ d : s#n = p0w0
u1d1⇒ p1w1

u2d2⇒ · · · ui
di⇒ piwi

ui+1di+1⇒ · · · uj
dj⇒ pjwj

uj+1dj+1⇒ · · · u|d|d|d|⇒
p|d|w|d| je úspěšný výpočet, kde 1 ≤ i ≤ j ≤ |d|, u = ui, v = uj a wd ∈ (Σ − {#})∗.

Jestliže u = v v udi a zároveň v vdj , pak jsou povoleny pouze následuj́ıćı dvě možnosti:

(a) všechny výpočetńı kroky mezi udi a vdj , označené zdk pro všechna i ≤ k ≤ j, přepisuj́ı
právě z-tou hranici a žádnou jinou, takže z = u = v;

(b) je povolena pouze jediná výjimka z (a) taková, že ldh, i < h < j, je #-vymazávaj́ıćı výpočetńı
krok (viz definice 4.5).

Věta 5.8. Necht’ každý úspěšný výpočet d v n-pravě-lineárńım #-přepisuj́ıćım systému H, n ≥ 1,
splňuje tuto implikaci: jestlǐze 1 ≤ i ≤ j ≤ |d| a u = v v kroku udi a vdj, pak bud’ z = u ve všech
zdk pro všechna i ≤ k ≤ j, nebo je dh #-vymazávaj́ıćı pro některé h ∈ {i + 1, . . . , j − 1}. Potom,
L(H) ∈ REG.

Důkaz věty 5.8. Transformujme n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém H = (Q,Σ, s,R) splňuj́ıćı
předchoźı implikaci, pro libovolné n ≥ 1, na ekvivalentńı pravě-lineárńı gramatiku G = (Σ, T, P, S)
pomoćı následuj́ıćıch krok̊u:
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Pro každé 1 ≤ i ≤ n, p, q ∈ Q, vytvořme pomocné množiny
p
qRi = {r | r ∈ alph(ρ), ρ ∈ R∗, pγ i⇒∗ qδ [ρ], occur(#, γ) = occur(#, δ)} a
p
qR̄i = {p i# → q α ∈ R | α ∈ (Σ − {#})∗}. Pak, Z =

⋃
i≥1,p,q∈Q

{p
qRi, p

qR̄i}.

1. T = Σ − {#},
2. Σ = N ∪ T ∪ {S}, kde S je nový symbol a N obsahuje všechny neterminály zavedené

v následuj́ıćı konstrukci množiny P ,

3. P =
⋃

1≤l≤5

Pl, kde množiny P1 až P5 jsou vytvořeny pomoćı následuj́ıćıho postupu:

(i) inicializace: P1 = {S → 〈#n, i, s〉 | 1 ≤ i ≤ n};

(ii) př́ıpravná fáze: P2 = {〈∇1η1∇η2 . . .∇iηi∇i+1ηi+1 . . .∇nηn, i, p〉 →
〈∇1η1∇η2 . . .∇iηi

p
qRi′∇i+1ηi+1 . . .∇nηn, j, q〉

| p
qRi′ �= ∅, 1 ≤ j ≤ n, ηt ∈ Z∗, ∇t ∈ {#, #̄} pro 1 ≤ t ≤ n, ∇i �= #̄,
i′ = occur(#,∇1η1 . . .∇i)}

∪
{〈∇1η1 . . .∇i−1ηi−1∇iηi∇i+1 . . .∇nηn, i, p〉 →
〈∇1η1 . . .∇i−1ηi−1#̄ηi

p
qR̄i′∇i+1ηi+1 . . .∇nηn, j, q〉

| p
qR̄i′ �= ∅, 1 ≤ j ≤ n, ηt ∈ Z∗, ∇t ∈ {#, #̄} pro 1 ≤ t ≤ n, ∇i �= #̄,
i′ = occur(#,∇1η1 . . .∇i)};

(iii) zarážka:
P3 = {〈γ, i, p〉 → 〈γ, q〉 | p, q ∈ Q, # �∈ alph(γ), A → 〈γ, i, p〉 ∈ P2};

(iv) simulace derivačńıho kroku z G (ηt ∈ Z∗ pro všechna 1 ≤ t ≤ n):
P4 = {〈#̄ p

qRi′ηi . . . #̄ηn, p′〉 → α〈#̄ p
qRi′ηi . . . #̄ηn, q′〉

| p′ i′# → q′ α# ∈ p
qRi′ , α ∈ (Σ − {#})∗, 1 ≤ i ≤ n, p

qRi′ ∈ Z}
∪
{〈#̄ p

qRi′ηi . . . #̄ηn, p′〉 → α〈#̄ηi . . . #̄ηn, q〉
| p′ i′# → q α# ∈ p

qRi′ , α ∈ (Σ − {#})∗, 1 ≤ i ≤ n, p
qRi′ ∈ Z}

∪
{〈#̄ p

qR̄i′#̄ηi+1 . . . #̄ηn, p〉 → α〈#̄ηi+1#̄ηn, q′〉
| p i′# → q α ∈ p

qR̄i′ , α ∈ (Σ − {#})∗, 1 ≤ i ≤ n, p
qR̄i′ ∈ Z};

(v) finalizace:
P5 = {〈ε, p〉 → ε | p ∈ Q}.

Převod pravě-lineárńı gramatiky, G, na n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém, H je jednoduchý
a necháme tuto transformaci na čtenáři.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty 5.8. Každé p
qRi reprezentuje množinu pravidel, kterými lze

provést výpočet stupně i vedoućı ze stavu p do stavu q v H. V každé větné formě v G je pouze
jediný výskyt neterminálu a tento neterminál je složen ze tř́ı komponent:

(1) γ—konečný řetězec, který předepisuje a ř́ıd́ı simulaci, γ ∈ (#Z∗)+;

(2) i—pozice výskytu hranice (#), která je aktivńı v aktuálńı konfiguraci systému H;
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(3) p—právě simulovaný stav systému H.

Pro simulaci jsou během př́ıpravné fáze nedeterministicky vygenerovány předepisuj́ıćı
podřetězce za každou odpov́ıdaj́ıćı hranićı v konfiguraci systému H. Tyto podřetězce ηt jsou tvaru
Z∗.

Ve třet́ım kroku jsou odstraněny druhé komponenty neterminál̊u z G, abychom zajistili, že
žádné daľśı pravidlo z P2 nemůže být dále použito.

Dále jsou vygenerovány terminálńı symboly podle pravidel zkonstruovaných krokem (3iv)
přesně podle předepisuj́ıćıho řetězce γ. Každá zkompletovaná množina p

qRi je postupně
odstraňována z γ, dokud neńı γ prázdné. Nakonec je jediný zbývaj́ıćı neterminál ve větné formě
gramatiky G přepsán na prázdný řetězec pravidlem z P5, č́ımž je źıskán řetezec terminál̊u.

�

Věta 5.9. REG ⊆ L(1-RLIN#RS).

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty 5.9. Důkaz o převoditelnosti každé regulárńı gramatiky na 1-
pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém je poměrně jednoduchý. Jediná hranice bude simulovat jediný
neterminál použ́ıvaný v regulárńı gramatice. Údaj o tom, který konkrétńı neterminál koresponduje
k oné hranici, bude uschován ve stavu v prvńı komponentě konfigurace 1-pravě-lineárńıho #-
přepisuj́ıćıho systému (podobně jako v d̊ukazu lemmatu 5.1).

�

Důsledek 5.10. L(1-RLIN#RS) = REG.

Důkaz d̊usledku 5.10. Protože 1-RLIN#RS obsahuje maximálně jednu hranici (a stejně tak jeho
pravidla) a plat́ı věta 5.9, plyne d̊usledek z obecněǰśı věty 5.8 pro n = 1.

�

Na konec této podsekce připomeňme, že na rozd́ıl od předchoźıch variant #-přepisuj́ıćıch
systémů, u této modifikace neńı třeba zvlášt’ uvažovat verzi s a bez konečného indexu, protože
pravidla jsou takového tvaru, že nikdy neńı zvýšen počet hranic nad počet obsažený v počátečńı
konfiguraci. n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systém je pak touto vlastnost́ı implicitně omezen na
konečný index.

5.1.3 Zobecněné #-přepisuj́ıćı systémy

Zjist́ıme, že zobecněńı pravidel nám v př́ıpadě tohoto omezeńı nedopomůže k lepš́ım vyjadřovaćım
schopnostem modelu, jak je tomu např́ıklad v př́ıpadě gramatik Chomského hierarchie (bezkon-
textové vs kontextové gramatiky).

V d̊ukazech tohoto výsledku jsou uvedeny pouze konstrukčńı části a nast́ıněńı rigorózńıho
d̊ukazu v souladu s konvenćı 5.1.

Věta 5.11. Pro všechna k ≥ 1, Lk(CF#RS) = Lk(G#RS).

Protože bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém indexu k je (plyne z definice) jenom speciálńı
př́ıpad zobecněného systému, stač́ı nám dokázat, že Lk(G#RS) ⊆ Lk(CF#RS).

Důkaz věty 5.11. Necht’ k ≥ 1 je celé kladné č́ıslo. Necht’ H = (Q,T ∪ {#}, s, R) je zobecněný
#-přepisuj́ıćı systém indexu k, kde Σ = T ∪{#}, # /∈ T . Necht’ µ = max({maxL(H),maxR(H)}) a
necht’ $ je nový symbol, $ /∈ Q∪Σ. Zkonstruujme ekvivalentńı bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém
indexu k, H ′ = (Q′, T ∪ {#}, s′, R′), kde komponenty Q′, s′ a R′ jsou vytvořeny následuj́ıćım
zp̊usobem:
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1. s′ = 〈s,#〉;

2. Q′ = {〈p, y0#y1# . . . yh−1#yh〉
| p ∈ Q, 1 ≤ h ≤ k,
yj = y′

j∇jy
′′
j , y′

j , y
′′
j ∈ T ∗, ∇j ∈ {ε, $},

|y′
j | ≤ 2µ, |y′′

j | ≤ 2µ, 0 ≤ j ≤ h};

3. R′ = {〈p, x0# . . .#x′
j∇jx

′′
j # . . .#xh〉 1# → 〈p, x0# . . .#y′

j$y′′
j # . . .#xh〉 #

| 〈p, x0# . . .#x′
j∇jx

′′
j # . . .#xh〉, 〈p, x0# . . .#y′

j$y′′
j # . . .#xh〉 ∈ Q′,

∇j ∈ {ε, $}, y′
j ∈ prefixes(x′

j), y′′
j ∈ suffixes(x′′

j ),
xj ∈ T ∗, 1 ≤ h ≤ k, 0 ≤ j ≤ h, kde x′

0 = y′
0 = x′′

h = y′′
h = ε};

4. Pro každé pravidlo r : p iα#β → q αγβ ∈ R, přidejme následuj́ıćı množinu do R′:

{〈p, η′α#βη′′〉 i# → 〈q, η′αγβη′′〉 γ

| occur(#, η′α) = i − 1,
〈p, η′α#βη′′〉, 〈q, η′αγβη′′〉 ∈ Q′}.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty 5.11. H ′ pomoćı několika výpočetńıch krok̊u simuluje jediný
krok v H. Každý stav v konfiguraci systému H ′ je tvaru 〈p, η〉 a obsahuje dvě komponenty:

(1) p—aktuálńı stav v simulovaném H;

(2) η—kontextový řetězec aktuálńı konfigurace z H, který reprezentuje kontext každé hranice
délky maximálně µ na obě strany hranice (tj. levý i pravý kontext).

Samotná simulace je prováděna ve dvou kroćıch podle pravidel, která byla vytvořena během
třet́ıho a čtvrtého konstrukčńıho kroku předchoźı konstrukce. Detailněji prob́ıhá následovně:

(a) Každý podřetězec terminál̊u mezi dvěma hranicemi může být nedeterministicky zkrácen
pravidly z třet́ıho konstrukčńıho kroku. Pozice, kde byl kontextový řetězec zkrácen, je
označena speciálńım symbolem $, abychom byly schopni tuto skutečnost rozpoznat v následné
kontextové kontrole. Tento krok nedeterministického zkracováńı je nutný proto, abychom
v konečném kontextovém řetězci vytvořili dostatek mı́sta pro aplikaci pravidla a poznačeńı si
kontextu tohoto pravidla pro daľśı simulaci.

(b) Každým pravidlem zobecněného systému H je přepsána vždy jen jediná hranice, s ohle-
dem na jej́ı bezprostředńı levý a pravý kontext. Pravidla bezkontextového tvaru kon-
struovaná ve čtvrtém kroku jsou aplikována, aby v H ′ simulovaly kontextové přepisováńı
ze systému H. Toho doćıĺı prostřednictv́ım kontextové kontroly, která však nemůže být
zajǐstěna přepisovaćım jádrem pravidla, nebot’ se jedná o bezkontextové jádro. Mı́sto toho
je využita možnost tuto kontrolu přenést na stavové ř́ızeńı a kontrolu relevantńıho podřetězce
ve druhé komponentě každého stavu tvaru 〈p, η〉 v H ′.

Simulace je dokončena v momentě, kdy źıskáme terminálńı řetězec.

Nástin rigorózńıho d̊ukazu:

Necht’ π je homomorfismus z konfigurace bezkontextového #-přepisuj́ıćıho systému H ′ na
odpov́ıdaj́ıćı konfiguraci zobecněného #-přepisuj́ıćıho systému H definovaný jako h(〈p, η〉z) = pz.

Tvrzeńı 5.11.1. Pokud s# ⇒m pz0#z1# . . .#zh v H, pak 〈s,#〉# ⇒r 〈p, x0#x1# . . . #xh〉
z0#z1 . . .#zh [r′1r

′
2 . . . r′r] v H ′, kde xi = x′

i∇ix
′′
i , ∇i ∈ {ε, $}, x′

i ∈ prefixes(zi), x′′
i ∈ suffixes(zi),

|xi| ≤ 4µ + 1, xi, zi ∈ T ∗, 0 ≤ i ≤ h, 1 ≤ h ≤ k, pro m ≥ 0.

67



KAPITOLA 5. VÝSLEDKY

Důkaz tvrzeńı 5.11.1. Toto tvrzeńı dokažme indukćı podle m.

Indukčńı základ: Necht’ m = 0. Pro s# ⇒0 s# v H existuje s′# ⇒0 s′# v H ′, kde s′ = 〈s,#〉.
Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı 5.11.1 plat́ı pro všechny výpočty délky m nebo
kratš́ı pro nějaké m ≥ 0.

Indukčńı krok: Uvažujme s# ⇒m+1 qz′, kde z′ ∈ Σ∗. Vyjádřeme s# ⇒m+1 qz′ jako
s# ⇒m pz [r1r2 . . . rm], kde z = z0#z1# . . . α#β . . .#zh, # mezi α a β je i-tá hranice,
r1, . . . , rm, rm+1 ∈ Lab(R) a pz ⇒ qz′ [rm+1]. Pro pravidlo rm+1 : p iα#β → q αγβ je z′ tvaru:
z′ = z0#z1# . . . αγβ . . .#zh, kde z0, . . . , zh ∈ T ∗.

Na základě indukčńı hypotézy existuje 〈s,#〉# ⇒r 〈p, x0#x1# . . .

α#β . . .#xh〉 z0# . . . α#β . . . zh−1#zh [r′1r
′
2 . . . r′r] ⇒∗ 〈p, y0#y1# . . . α#β . . .#yh〉

z0# . . . α#β . . . zh−1#zh [ρ] ⇒ 〈q, y0#y1# . . . αγβ . . .#yh〉 z0# . . . αγβ . . . zh−1 #zh [r′r+1],
kde ρ je posloupnost pravidel zkonstruovaná v kroku 3, |ρ| ≥ 0, r ≥ 1, r′j ∈ Lab(R′),
1 ≤ j ≤ r + 1, xj , yj ∈ T ∗{ε, $}T ∗, zj ∈ T ∗, 0 ≤ j ≤ h, occur(#, y0#y1# . . . α) = occur(#,
z0#z1# . . . α) = i−1, α = x̄i−ᾱ#xi−ᾱ+1 . . . xi−2#xi−1, ᾱ = occur(#, α)+1, x̄i−ᾱ ∈ suffixes(xi−ᾱ),
β = xi#xi+1 . . . xi+β̄−1 #x̄i+β̄ , β̄ = occur(#, β), x̄i+β̄ ∈ prefixes(xi+β̄), a pravidlo r′r+1 : 〈p,

y0#y1# . . . α#β . . . #yh〉 i# → 〈q, y0#y1# . . . αγβ . . .#xh〉 γ ∈ R′ představené v kroku 4.
Tedy, π(〈p, y0#y1# . . . α#β . . .#yh〉 z0# . . . α#β . . . zh−1#zh) = pz a

π(〈q, y0#y1# . . . αγβ . . .#yh〉 z0# . . . αγβ . . . zh−1#zh) = qz′, takže tvrzeńı plat́ı.

Tvrzeńı 5.11.2. Jestlǐze s# ⇒z pw v H, tak 〈s,#〉# ⇒∗ 〈p, η〉w v H ′ pro některé z ≥ 0, w ∈ T ∗.

Důkaz tvrzeńı 5.11.2. Uvažujme tvrzeńı 5.11.1 pro h = 0. V tom př́ıpadě pokud s# ⇒z pz0

v H, pak 〈s,#〉# ⇒∗ 〈p, x0〉z0 v H ′, kde z0 = w.

Tvrzeńı 5.11.1 a 5.11.2 nastiňuj́ı formálńı d̊ukaz věty 5.11 a jej́ı konstrukčńı části.
�

Důsledek 5.12. Pro všechna k ≥ 1 plat́ı, že pro každý jazyk L definovaný G#RS indexu k, H,
existuje G#RS indexu k bez vymazávaj́ıćıch pravidel (viz definice 4.3), H ′, takový, že L = L(H) =
L(H ′).

Důkaz d̊usledku 5.12. Triviálně plyne z věty 5.11 a d̊usledku 5.4. �

Neomezené #-přepisuj́ıćı systémy

Prozat́ım jsme diskutovali zobecněné jazyk-definuj́ıćı zař́ızeńı, které reprezentuje kombinaci
konečného automatu, kontextové gramatiky a několika daľśıch podmı́nek při aplikaci pravidel.
Nyńı se pod́ıvejme na možnost ještě v́ıce zobecnit aplikovaná pravidla po vzoru neomezených
gramatik (viz definice 2.11), které při přepisováńı v podstatě st́ıraj́ı rozd́ıl mezi terminálńımi a
neterminálńımi symboly. Pravý a levý kontext na levé straně pravidel z̊ustane zachován s t́ım
rozd́ılem, že ho nyńı budeme moci při přepisováńı libovolně modifikovat. To znamená, že již neb-
udeme modifikovat pouze hranici mezi levým a pravým kontextem, ale budeme skutečně přepisovat
celý podřetězec z levé strany pravidla na řetězec na pravé straně pravidla.

Definice 5.1. Mějme G#RS H = (Q,Σ, s, R), kde jsou ale pravidla z R tvaru:

p iα → q β,

kde p, q ∈ Q, i ∈ N, α, β ∈ Σ∗, occur(#, α) ≥ 1, pak H nazýváme neomezený #-přepisuj́ıćı systém
(unrestricted #-rewriting system, zkráceně U#RS). Výpočetńı krok definujeme takto:
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Necht’ puα′#α′′v, quβv jsou dvě konfigurace, p, q ∈ Q, u, v ∈ Σ∗, i ∈ N a occur(#, uα′) =
i − 1. Pak neomezený #-přepisuj́ıćı systém provád́ı výpočetńı krok z puα′#α′′v do quβv pomoćı
neomezeného pravidla r : p iα

′#α′′ → q β.

Nyńı si demonstrujme funkčnost neomezeného #-přepisuj́ıćıho systému na př́ıkladě.

Př́ıklad 5.1. V [12] věta 3.1.7 dokazuje, že pro všechna k ≥ 2, Lk ∈ Lk(CF#RS) a Lk /∈
Lk−1(CF#RS), kde Lk = {b(aib)2k | i ≥ 1}.

Uvažujme U#RS H = ({s, s′, p, q, r, r′, f}, {a, b,#}, s, R), kde R obsahuje

1: s 1# → s′ ##a##
2: s′ 2# → s′ #a

3: s′ 1# → p #
4: p 2#a → q a#
5: q 3# → p #a

6: p 2## → r ##
7: r 1# → r′ b

8: r′ 3# → p ##
9: p 1## → f b

10: f 1## → f b.

H např́ıklad umı́ provést výpočet k větě baabaabaab = b(a2b)3 následovně:

s# ⇒ s′##a## [1] ⇒ s′##aa## [2] ⇒ p##aa## [3]
⇒ q#a#a## [4] ⇒ p#a#a#a#[5]
⇒ q#aa##a# [4] ⇒ p#aa##aa# [5]
⇒ r#aa##aa# [6] ⇒ r′baa##aa# [7] ⇒ pbaa##aa## [8]
⇒ qbaa#a#a## [4] ⇒ pbaa#a#a#a# [5]
⇒ qbaa#aa##a# [4] ⇒ pbaa#aa##aa# [5]
⇒ rbaa#aa##aa# [6] ⇒ r′baabaa##aa# [7] ⇒ pbaabaa##aa## [8]
⇒ fbaabaabaa## [9] ⇒ fbaabaabaab [10].

Je zřejmé, že podle zavedených definic pro předchoźı typy #-přepisuj́ıćıch systémů je H indexu
4 a L(H) = {b(aib)j | i, j ≥ 1} ∈ L4(U#RS). Tento př́ıklad tedy ukazuje, že pro každé k ≥ 1,
existuje jazyk L = Ln, n > k, takový, že L /∈ Lk(CF#RS) a L je generován neomezeným #-
přepisuj́ıćım systémem indexu 4.

Pozorováńı 5.1. Všimněme si, že pak věta analogická k větě 5.21 pro neomezené systémy, na
rozd́ıl od věty 5.21, neplat́ı. Dále můžeme pozorovat, že omezeńı na konečný index (v př́ıpadě, že
omezujeme pouze počet hranic, jak to bylo u předchoźıch typ̊u běžné) je zde nepodstatné a sṕı̌se
bychom se museli zamýšlet nad omezeńım pracovńıho prostoru (viz definice 3.3), abychom dosáhli
nějakého faktického omezeńı vyjadřovaćı śıly.

Hypotéza 5.1. L(U#RS) = RE.

Hypotéza se zdá býti pravdivá již pro index 1, protože neomezená pravidla nám umožňuj́ı #
volně přesouvat ve větné komponentě např́ıklad pomoćı pravidel tvaru p 1#a → p a# a p 1a# →
p #a. Lze tak simulovat neomezené gramatiky (viz definice 2.11) a to pravděpodobně dokonce pouze
s využit́ım omezeného počtu stav̊u. Zbývá pouze vyřešit drobný technický problém s kontrolou,
zda již máme větu, která neobsahuje žádnou #.

Nav́ıc d́ıky pozorováńı 5.1 věř́ıme, že neomezené #-přepisuj́ıćı systémy netvoř́ı na základě
konečného indexu nekonečnou hierarchii, protože předpokládáme, že každý U#RS indexu k bude
možno převést na ekvivalentńı U#RS indexu 1. Tato hypotéza je předmětem daľśıho studia.
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Otevřený problém 5.2. Mějme libovolné #-přepisuj́ıćı systémy (CF#RS, n-RLIN#RS, G#RS)
bez omezováńı jejich konfiguraćı na konečný index. Jaké tř́ıdy jazyk̊u tyto systémy definuj́ı a jaké
jsou vztahy mezi nimi navzájem?

Během celé kapitoly jsme se soustředili na #-přepisuj́ıćı systémy konečného indexu. Je ale také
vhodné si připomenout, že v př́ıpadě neomezováńı #-přepisuj́ıćıho systému (s libovolnými tvary
pravidel) na konečný index, nev́ıme téměř nic konkrétńıho o vyjadřovaćı śıle tohoto modelu. Tato
pasáž čeká na budoućı detailněǰśı výzkum.

5.1.4 Zásobńıkové automaty s omezovaným obsahem zásobńıku

Nejprve si ukážeme, že na rozd́ıl od regulárńım jazykem ř́ızených gramatik, v př́ıpadě zásobńıkových
automat̊u s omezeným zásobńıkem pomoćı regulárńıho jazyka lepš́ı vyjadřovaćı schopnosti
neźıskáme (věta 5.13). V druhé části podsekce dokážeme, že stač́ı lineárńı jazyk pro omezováńı
konfigurace RCPDA a dokážeme přij́ımat i nebezkontextové jazyky (věta 5.14).

Pro každý RCPDA H = (M,L) s omezuj́ıćım jazykem L ∈ REG (viz definice 4.12) lze zkon-
struovat ekvivalentńı zásobńıkový automat M (viz definice 2.17).

Věta 5.13. L(RCPDA,REG) = CF.

Důkaz věty 5.13. Necht’ K = (QK ,ΣK , RK , sK , FK) je konečný automat takový, že
LK = L(K), a necht’ H = (M,LK) je zásobńıkový automat s omezeným zásobńıkem, kde
M = (QM ,ΓM ,ΣM , RM , sM , SM , FM ) je zásobńıkový automat. Nyńı zkonstruujeme klasický
zásobńıkový automat N = (Q,Γ,Σ, R, s, S, F ) takový, že L(H) = L(N):

1. Q = QM ∪ {s}, kde s /∈ QM je nový stav;

2. Γ = ΓM ∪ QK ∪ {S}, kde S /∈ ΓM ∪ QK je nový zásobńıkový symbol;

3. Σ = ΣM ;

4. F = FM ;

5. R = {Ss → sKSMsM} ∪
{p1B1p2B2 . . . pmBmpm+1oMa → q1A1q2A2 . . . qnAnqn+1rM |

p1, p2, . . . , pm ∈ QK , pm+1 ∈ FK , m ≥ 0,
B1, B2, . . . , Bm ∈ ΓM , A1, A2, . . . , Am ∈ ΓM ∩ ΣK ,
q1A1 → q2, q2A2 → q3, . . . , qnAn → qn+1 ∈ RK , qn+1 ∈ FK , n ≥ 0,
B1B2 . . . BmoMa → A1A2 . . . AnrM ∈ RM , oM , rM ∈ QM , a ∈ ΣM}.

Rigorózńı d̊ukaz demonstruj́ıćı skutečnou rovnost definovaných jazyk̊u definovaných oběma
modely je ponechán na laskavém čtenáři. Je možno jej vést matematickou indukćı nad sekvenćı
přechod̊u od počátečńı konfigurace ke koncové konfiguraci v obou přepisuj́ıćıch systémech.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty 5.13. Převod klasického zásobńıkového automatu na automat
s omezeným obsahem zásobńıku je triviálńı, protože z definice je každý zásobńıkový automat M =
(Q,Σ,Γ, R, s, S, F ) zároveň automatem s omezeným obsahem zásobńıku s omezuj́ıćım jazykem
Ξ = Γ∗, který je regulárńı.

Důkaz druhého směru inkluze má konstrukčńı povahu. Kromě prvńıho pravidla, které zastupuje
inicializačńı fázi, prokládaj́ı všechna ostatńı pravidla zásobńık pomocnými symboly, jež reprezentuj́ı
stavy z QK konečného automatu K.
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Obsah zásobńıku v M je tedy tvaru (QKΓM )∗. Pamatováńı si všech stav̊u, kterými je
nutné proj́ıt při přij́ımáńı obsahu zásobńıku konečným automatem K zajǐst’ujeme prokládáńım
zásobńıkových symbol̊u z ΓM symboly z QK , což reflektuj́ı zkonstruovaná pravidla tvaru
(p1B1p2B2 . . . pmBmpm+1oMa → q1A1q2A2 . . . qnAnqn+1rM ). T́ım zajist́ıme kontrolu, že multi-
podřetězce B1B2 . . . Bm a A1A2 . . . An tvoř́ı př́ıponu věty omezuj́ıćıho jazyka, která odpov́ıdá
aktuálńımu obsahu zásobńıku.

Pro platnost omezováńı konfigurace omezuj́ıćım jazykem definovaným omezuj́ıćım automatem
K vyžadujeme, aby posledńı symbol na zásobńıku automatu M byl vždy nějaké qn+1 ∈ FK .

�

Věta 5.14. L(RCPDA,REG) ⊂ L(RCPDA,LIN).

Důkaz věty 5.14. V př́ıkladu 4.7 je popsána instance zásobńıkového automatu s lineárńım
omezuj́ıćım jazykem, který přij́ımá jazyk L = {anbncn | n ≥ 0}. Pomoćı pumping lemma pro
bezkontextové jazyky (strana 512 v [48]) lze dokázat, že L /∈ CF. Protože každý omezuj́ıćı regulárńı
jazyk je zároveň lineárńı a plat́ı věta 5.13, dostáváme ostrou inkluzi.

�

Důsledek 5.15. CF = L(RCPDA,REG) ⊂ L(RCPDA,LIN) ⊆ RE

Důkaz d̊usledku 5.15. Důsledek plyne z vět 5.13 a 5.14. �
V budoucnu by mohlo být zaj́ımavé studovat možnosti omezováńı konfiguraćı gramatik.

Pravděpodobně bychom došli na úzký vztah k operaćım pr̊unik a substituce nad jazyky.

5.1.5 Redukuj́ıćı hluboké zásobńıkové automaty

Nyńı si budeme demonstrovat mocnost a z ńı plynoućı nekonečnou hierarchii tř́ıd jazyk̊u defino-
vaných redukuj́ıćımi hlubokými zásobńıkovými automaty založenými na hloubce n, které zpra-
covávaj́ı vstupńı větu zprava-doleva ([35, 36]). To jest, pro všechna n ≥ 1, nL(RDPDA) ⊂
n+1L(RDPDA) ⊂ CS. Tato nekonečná hierarchie využ́ıvá existuj́ıćı hierarchie stavových gra-
matik v závislosti na n-limitovanosti, kterou dokázal Kasai v roce 1970 ([21] nebo viz věta 2.5).
Proto v následuj́ıćıch lemmatech a větě nejprve dokážeme ekvivalenci nL(ST) a nL(RDPDA) pro
každé n ≥ 1.

Lemma 5.16. Pro všechna n ≥ 1, nL(ST) ⊆ nL(RDPDA).

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.16. Necht’ G = (V,W, T, P, S) je n-limitovaná stavová gra-
matika a n ≥ 1. Položme N = V −T . Definujme homomorfismus f nad ({#}∪V )∗ jako f(A) = A

pro všechna A ∈ {#} ∪ N a f(a) = ε pro všechna a ∈ T . Představme rlRDPDA hloubky n,

nM = (Q,T, {#} ∪ V,R, s, S, {$}),

kde Q = {s, $} ∪ {〈p, u〉 | p ∈ W, u ∈ prefix(N∗{#}n, n), |u| ≤ n} a R je zkonstruováno pomoćı
následuj́ıćıch krok̊u:

1. pro všechna (p, A) → (q, x) ∈ P , p, q ∈ W , A ∈ N , x ∈ T+,
přidejme sx � 1〈p, A#n−1〉A do R;

2. je-li (p, A) → (q, x) ∈ P , 〈q, prefix(uf(x)v, n〉) ∈ Q, p, q ∈ W , A ∈ N ,
x ∈ V +, u ∈ N∗, v ∈ N∗{#}∗, |uAv| = n, p /∈ Gstates(u), pak
přidejme 〈q, prefix(uf(x)v, n)〉x � |uA|〈p, uAv〉A do R;
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3. pro všechna (p, S) → (q, x) ∈ P , p, q ∈ W , x ∈ V +,
přidejme 〈q, prefix(f(x)#n, n)〉x � 1$S do R;

4. je-li A ∈ N , p ∈ W , u ∈ N∗, v ∈ {#}∗, |uv| ≤ n − 1, p /∈ Gstates(u), pak
přidejme 〈p, uv〉A � |uA|〈p, u#v〉A
a 〈p, uv〉A � |uA|〈uAv〉A do R.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.16. Každý n-limitovaný derivačńı krok v G simulujeme
pomoćı opačného/reverzńıho redukčńıho kroku v nM . To znamená, že pokud je některý neterminál
(i-tý zleva) přepsán řetězcem v G, tak přesně stejný řetězec je redukováno/nahrazen na zásobńıku
automatu nM přesně t́ım samým nevstupńım symbolem v hloubce i, 1 ≥ i ≥ n. Stavy automatu
nM se skládaj́ı ze dvou komponent:

a) p̊uvodńıho stavu gramatiky G a

b) řetězce délky n, který zaznamenává prvńıch n neterminál̊u v aktuálńı simulované větné formě
(př́ıpadně do stanovené délky doplněno symboly #)

Prvńı krok vytvář́ı inicializačńı pravidla, protože na rozd́ıl od stavové gramatiky rlRDPDA
specifikuje koncové stavy. Druhým krokem zkonstruujeme pravidla pro údržbu konzistence druhé
komponenty stav̊u s obsahem zásobńıku. Pravidla třet́ıho konstrukčńıho kroku simuluj́ı prvńı
derivačńı krok v G (z počátečńı konfigurace (p, S)) pomoćı vyprázdněńı zásobńıku automatu nM .
Čtvrtý krok doplňuje obsah druhé komponenty stav̊u nM tak, aby reflektovala obsah zásobńıku,
respektive řetězec n nejvrchněǰśıch symbol̊u z N .

Když G úspěšně dokonč́ı generováńı řetězce terminál̊u, nM skonč́ı v koncovém stavu $,
s přečteným vstupem a s prázdným zásobńıkem.

Rigorózńı d̊ukaz: Dále následuje formálńı d̊ukaz, že pro každou n-limitovanou stavovou gra-
matiku, G, a všechna n ≥ 1, vytvoř́ı předchoźı konstrukce ekvivalentńı zprava-doleva hluboký
redukuj́ıćı zásobńıkový automat hloubky n, nM , takový, že L(G, n) = L(nM).

Tvrzeńı 5.16.1. Necht’ (p, S)n⇒m(q, dy) v G, kde d ∈ T ∗, y ∈ (NT ∗)∗, p, g ∈ W , m ≥ 0. Pak
(〈q, prefix(f(y#n), n)〉, d, y#) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM .

Důkaz tvrzeńı 5.16.1 (indukćı podle m = 0, 1, . . .).
Indukčńı základ: Necht’ i = 0, takže (p, S)n⇒0(p, S) v G, d = ε a y = S. Konkrétně
(〈p, S#n−1〉, ε, S#) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM , takže indukčńı základ plat́ı.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı 5.16.1 plat́ı pro všechna 0 ≤ m ≤ k, kde k ∈ N0 je
nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok: Necht’ (p, S)n⇒k+1(q, dy) v G, kde d ∈ T ∗, y ∈ (NT ∗)∗, p, q ∈ W . Protože k+1 ≥ 1,
tak lze vyjádřit (p, S)n⇒k+1(q, dy) jako (p, S)n⇒k(h, buAo)n⇒(q, buxo) [(h, A) → (q, x)], kde
b ∈ T ∗, u ∈ (NT ∗)∗, A ∈ N , h, q ∈ W , (h, A) → (q, x) ∈ P , maxsuffix(buxo, (NT ∗)∗) = y

a maxprefix(buxo, T ∗) = d. Podle indukčńı hypotézy, (〈h, prefix(f(uAo#n), n)〉, w, uAo#) ⇒∗

(〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM , kde w = maxprefix(buAo, T ∗). Jelikož (p, A) → (q, x) ∈ P , konstrukčńı
krok 2 zavád́ı pravidlo 〈q, prefix(f(uxo#n), n)〉x � |uA|〈h, prefix(f(uAo#n), n)〉A. Použit́ım
tohoto pravidla nM simuluje (h, buAo)n⇒(q, buxo) jako (〈q, prefix(f(uxo#n), n)〉, ε, uxo#) ⇒
(〈h, prefix(f(uAo#n), n)〉, ε, uAo#) v nM . Pokud uxo ∈ (NT ∗)∗, tak uxo = y a indukčńı krok
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je dokončen. Nyńı předpokládejme uxo �= y, takže uxo = ty a d = wt pro nějaké t ∈ T+.
Všimněme si, že pak prefix(f(uxo#n), n) = prefix(f(y#n), n). Následně nM přidá t pomoćı |t|
krok̊u, které budou č́ıst ze vstupu a zapisovat na zásobńık, takže (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, t, y#) ⇒|t|

(〈q, prefix(f(uxo#n), n)〉, w, ty#) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#), což také kompletuje tento indukčńı
krok.

Podle předchoźıho tvrzeńı pro y = ε, je-li (p, S)n⇒∗(q, d) v G, kde d ∈ T ∗, p, q ∈ W , pak
(〈q, #n〉, d, #) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM . A jelikož R obsahuje pravidla z 1 a 3, máme také
(s, d,#) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#) ⇒ ($, ε, S#) v nM . Takže d ∈ L(G) implikuje d ∈ L(nM), což
znamená, že L(G, n) ⊆ L(nM).

Tvrzeńı 5.16.2. Necht’ (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#) ⇒m (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM , kde c, b ∈
T ∗, y ∈ (NT ∗)∗, p, q ∈ W , m ≥ 0. Potom (p, S)n⇒∗(q, cby) v G.

Důkaz tvrzeńı 5.16.2 (indukćı podle m = 0, 1, . . .).
Indukčńı základ: Necht’ m = 0. Pak c = b = ε, y = S a (〈q, prefix(f(S#n), n)〉, ε, S#) ⇒0

(〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM . Protože (p, S)n⇒0(p, S) v G, tak indukčńı základ plat́ı.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı 5.16.2 plat́ı pro všechna 0 ≤ m ≤ k, kde k ∈ N0 je
nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok: Necht’ (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#) ⇒k+1 (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM , kde c, b ∈ T ∗,
y ∈ (NT ∗)∗, p, q ∈ W v nM . Dı́ky k+1 ≥ 1 můžeme vyjádřit (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#) ⇒k+1

(〈p, S#n−1〉, ε, S#) jako (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#) ⇒ α ⇒k (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM , kde α

je konfigurace automatu nM , jej́ıž tvar záviśı na posledńım kroku:

(A) Předpokládejme, že (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#)s⇒α v nM . Podrobněji, necht’ je
α = (〈q, prefix(f(y#n), n)〉,prefix(c, |c| − 1), aby#) s a ∈ T takové, že c = prefix(c, |c| − 1)a.
Potom, (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, c, by#)s⇒(〈q, prefix(f(y#n), n)〉,prefix(c, |c| − 1), aby#) ⇒k

(〈p, S#n−1〉, ε, S#). Protože (〈q, prefix(f(y#n), n)〉,prefix(c, |c| − 1), aby#) ⇒k

(〈p, S#n−1〉, ε, S#), tak máme (〈q, prefix(f(y#n), n)〉,prefix(c, |c| − 1), by#) ⇒k

(〈p, S#n−1〉, ε, S#). Podle indukce (p, S)n⇒∗(q, prefix(c, |c| − 1)aby) v G. Z c =
prefix(c, |c| − 1)a pak dostáváme (p, S)n⇒∗(q, cby) v G.

(B) Na druhou stranu, předpokládejme, že (〈q, prefix(f(y#n), n)〉, ε, by#)r⇒α v nM . Podrobněji,
uvažujme α = (〈o,prefix(f(uAv#n), n)〉, ε, uAv#) a
(〈q, prefix(f(uxv#n), n)〉, ε, uxv#)r⇒(〈o,prefix(f(uAv#n), n)〉, ε, uAv#) použit́ım pravidla
r1: 〈q, prefix(f(uxv#n), n)〉x � |f(uA)|〈o,prefix(f(uAv#n), n)〉A ∈ R zavedeným v kon-
strukčńım kroku 2, kde A ∈ N , u ∈ (NT ∗)∗, v ∈ (N ∪ T )∗, o ∈ W , |f(uA)| ≤ n, by# =
uxv#. Podle indukčńı hypotézy, (〈o,prefix(f(uAv#n), n)〉, c, uAv#) ⇒k (〈p, S#n−1〉, ε, S#)
implikuje (p, S)n⇒∗(o, cuAv) v G. Protože r1 ∈ R, (o,A) → (q, x) ∈ P a A /∈
Gstates(f(u)). Takže, (p, S)n⇒∗(o, cuAv)n⇒(q, cuxv) v G. A protože by# = uxv#, tak
plat́ı i (p, S)n⇒∗(q, cby) v G.

Uvažujme předchoźı tvrzeńı 5.16.1 s b = y = ε, abychom mohli vidět, že
(〈q, prefix(f(#n), n)〉, c,#) ⇒∗ (〈p, S#n−1〉, ε, S#) v nM implikuje (p, S)n⇒∗(q, c) v G. Necht’
c ∈ L(nM). Pak, (s, c,#) ⇒∗ ($, ε, S#) v nM . Při zkoumáńı zp̊usobu konstrukce nM lze vidět, že
(s, c,#) ⇒∗ ($, ε, S#) zač́ıná použit́ım přechod̊u pro přesun vstupńıho symbolu na zásobńık a pak
následuje pravidlo vytvořené v kroku 1, takže (s, c,#)s⇒∗(s, α, β#) ⇒ (〈p, A#n−1〉, α, uAv#).
Dále si všimněme, že posloupnost přechod̊u konč́ı (s, c,#) ⇒∗ ($, ε, S#) při použit́ı pravidla
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z kroku 3. T́ım pádem, lze (s, c,#) ⇒∗ ($, ε, S#) vyjádřit jako (s, c,#)s⇒∗(s, α, β#) ⇒
(〈p, A#n−1〉, α, uAv#) ⇒∗ (〈q, prefix(f(x)#n), n)〉, ε, x#) ⇒ ($, ε, S#) v nM . Takže, c ∈ L(nM)
implikuje c ∈ L(G, n), a tedy L(nM) ⊆ L(G, n).

Z L(nM) ⊆ L(G, n) a L(G, n) ⊆ L(nM) plyne L(G, n) = L(nM) a tedy lemma 5.16 plat́ı.

Lemma 5.17. Pro všechna n ≥ 1, nL(RDPDA) ⊆ nL(ST).

Konstrukčńı d̊ukaz lemmatu 5.17. Necht’ n ≥ 1 a nM = (Q,T, V,R, s, S, F ) je zprava-doleva
redukuj́ıćı hluboký zásobńıkový automat hloubky n. Necht’ Z a $ jsou dva nové symboly, které
se nevyskytuj́ı v žádné komponentě automatu nM . Položme N = V − T . Zaved’me množiny C =
{〈q, i, �〉| q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n − 1}, D = {〈q, i, �〉| q ∈ Q, 0 ≤ i ≤ n − 1}. Dále mějme abecedu
W s card(V ) = card(W ) a pro všechna 1 ≤ i ≤ n, abecedy Ui takové, že pro všechny plat́ı
card(Ui) = card(N). Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že V , Q a všechny nově
zavedené množiny a abecedy jsou vzájemně disjunktńı. Dále položme U =

⋃n
i=1 Ui. Zaved’me

bijekci h z V do W . Pro každé 1 ≤ i ≤ n mějme daľśı bijekci ig z N do Ui. Nyńı definujme
ekvivalentńı stavovou gramatiku

G = (V ∪ W ∪ U ∪ {Z}, Q ∪ C ∪ D ∪ {$, z}, T, P, Z),

kde P je vytvořena podle následuj́ıćı posloupnosti krok̊u:

1. přidejme (z, Z) → (〈z, 1, �〉, h(S)) do P ;

2. pro každé q ∈ Q, A ∈ N , 1 ≤ i ≤ n − 1,
přidejme (〈q, i, �〉, A) → (〈q, i + 1, �〉, ig(A)) a (〈q, i, �〉, ig(A)) → (〈q, i − 1, �〉, A) do P ;

3. je-li qxY � ipA ∈ R, pro některé p, q ∈ Q, A ∈ N , x ∈ V ∗, Y ∈ V , i = 1, . . . , n, pak přidejme
(〈p, i, �〉, A) → (〈q, i − 1, �〉, xY ) a
(〈p, i, �〉, h(A)) → (〈q, i − 1, �〉, xh(Y )) do P ;

4. pro každé q ∈ Q, A ∈ N , přidejme (〈q, 0, �〉, A) → (〈q, 1, �〉, A) a
(〈q, 0, �〉, h(Y )) → (〈q, 1, �〉, h(Y )) do P ;

5. pro každé q ∈ F , a ∈ T , přidejme (〈q, 0, �〉, h(a)) → ($, a) do P .

Hlavńı myšlenka d̊ukazu lemmatu 5.17. G simuluje s obráceným efektem aplikace pravidel
qx � ipA ∈ R. G nač́ıtá (zleva-doprava) větnou formu a poč́ıtá výskyty neterminálńıch symbol̊u,
dokud nedosáhne i-tého výskytu neterminálu. Jestliže je tento symbol A, provád́ı G přepis A na
řetězec x, což koresponduje redukováńı x na A v automatu nM . G dokonč́ı simulaci redukce řetězce
x automatem nM tak, že si poznač́ı vždy posledńı symbol pomoćı bijekce h (zajist́ı, že neńı ze
vstupńı abecedy) a v posledńım kroku tento symbol přeṕı̌se na vstupńı symbol, a umožńı tak
dokončeńı generováńı x v G. Bijekce h je tedy jakousi kompenzaćı neexistence koncového stavu ve
stavové gramatice G.

Formálńı d̊ukaz, že L(G, n) = L(nM) je vynechán.

Věta 5.18. Pro všechna k ≥ 1, kL(RDPDA) = kL(ST).

Důkaz věty 5.18. Věta 5.18 plyne z lemmat 5.16 a 5.17.
�
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Nyńı popǐsme některé otevřené problémy z prob́ırané oblasti RDPDA.
Necht’ nL(lrRDPDA) je tř́ıda jazyk̊u akceptovaných redukuj́ıćımi hlubokými zásobńıkovými

automaty hloubky i, kde 1 ≤ i ≤ n, které zpracovávaj́ı vstupńı řetězec zleva doprava.
Zopakujme část definice 2.6 o reverzaci řetězce a o reverzńım jazyku. Reverzace řetězce w,

znač́ıme rev(w), je w zapsáno v opačném pořad́ı. Reverzace jazyka L, rev(L), je potom definována
jako rev(L) = {rev(w)| w ∈ L}.
Otevřený problém 5.3. Uvažujme otázku—Je tř́ıda nL(RDPDA) pro libovolné n ≥ 1 uzavřena
v̊uči operaci reverzace? Odpověd’ je podstatná pro daľśı otevřený problém—Je podstatné pro vy-
jadřovaćı śılu RDPDA, zdali čte vstupńı pásku zprava doleva nebo zleva doprava?

Modifikace RDPDA

Následuj́ıćı modifikace jsou prezentovány pouze neformálně a je k nim diskutována jejich
předpokládaná vyjadřovaćı śıla (ovšem bez d̊ukaz̊u). Všechny nast́ıněné varianty maj́ı odpov́ıdaj́ıćı
obraz v hlubokých zásobńıkových automatech v předchoźı podsekci.

RDPDA s vymazávaj́ıćımi pravidly. Dosud jsme vymazávaj́ıćı pravidla nepřipouštěli.
V př́ıpadě, že povoĺıme zásobńıku jak redukovat sv̊uj obsah, tak také rozšǐrovat prostřednictv́ım
vkládáńı nevstupńıch symbol̊u přes redukci prázdného symbolu, źıskáme nový typ RDPDA

neznámých vyjadřovaćıch schopnost́ı. Je také patrné, že zavedeńım vymazávaj́ıćıch pravidel do
RDPDA bychom znatelně zvýšili nedeterminismus, kdy nev́ıme, kde se má redukovaný prázdný
řetězec přesně nacházet, pouze hloubka i ohraničuje výskyt (i − 1)-ńım a i-tým nevstupńım
symbolem. Povoleńı vymazávaj́ıćıch pravidel patř́ı rozhodně mezi obecné modifikace formálńıch
model̊u, kterými je možné se zabývat.

Symbolově-závislý RDPDA. Nyńı požadujme, aby nebyl kontrolován pouze počet nevstupńıch
symbol̊u před vzniknuvš́ım, ale počet výskyt̊u právě toho samého symbolu.

Definice symbolově-závislého RDPDA je identická se základńı verźı RDPDA (viz definice
4.11), až na definici redukčńıho kroku mezi dvěma konfiguracemi:

(q, w, uvz) r⇒ (p, w, uAz) [qv � mpA], kde occur(A, u) = m − 1 (mı́sto p̊uvodńı podmı́nky
occur(Γ − Σ, u) = m − 1).

Př́ıklad 5.2. Jazyk {anbncn| n ≥ 1} může být popsán symbolově-závislým RDPDA s těmito
pravidly:

sab � 1pA, pc � 1qC, qaAb � 1tA, tcC � 1qC, qAC � 1fS.
V tomto modifikovaném přepisuj́ıćım systému lze zavést nad n-limitovanost́ı ještě obecněǰśı

typ omezováńı, a to (n, M)-limitovanost, kdy omezujeme přepis na aplikaci na jeden z prvńıch n

výskyt̊u některého ze symbol̊u z množiny M .
Výsledky k těmto modifikaćım budou předmětem budoućıho výzkumu.

5.2 Nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u

Z výsledk̊u předchoźı sekce můžeme odvodit několik r̊uzných i stejných nekonečných hierarchíı tř́ıd
jazyk̊u. Obecněǰśım závěrem této kapitoly je fakt, že většina přepisuj́ıćıch systémů s omezováńım
jejich dynamické složitosti vede na tvorbu hierarchíı tř́ıd jazyk̊u právě v závislosti na omezovaném
parametru (např. konečný index, hloubka, n-limitovanost).
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5.2.1 Založené na konečném indexu

Konečný index je velmi restriktivńı omezeńı konfigurace přepisuj́ıćıho systému. Většina ř́ızených
přepisuj́ıćıch systémů s t́ımto omezeńım spadaj́ı do jediné tř́ıdy, která se nacháźı v prostoru mezi
regulárńımi a kontextovými jazyky (např. viz rovnice 3.1 na straně 37).

Věta 5.19. Pro každé celé č́ıslo k ≥ 1 plat́ı, že Lk(CF#RS) ⊂ Lk+1(CF#RS).

Důkaz věty 5.19. V roce 1980 dokázal Gheorge Păun nekonečnou hierarchii tř́ıd jazyk̊u defino-
vaných programovanými gramatikami indexu k (viz [58] nebo strana 160, věta 3.1.7 v monografii
[12]) pomoćı jazyk̊u {b(aib)2k | i ≥ 1}, k ≥ 1.

Věta 5.19 plyne z věty 5.3 a z této nekonečné hierarchie. Tento teoretický výsledek, včetně
představeńı #-přepisuj́ıćıch systémů, je publikován v [37].

�

Věta 5.20. Pro všechna n ≥ 1, L(n-RLIN#RS) ⊂ L((n + 1)-RLIN#RS).

Důkaz věty 5.20. Připomeňme, že Rm
[n] ⊂ Rm

[n+1], pro všechna m,n ≥ 1 (viz věta 8 v [77]) a
tedy i pro m = 1. Věta tedy plyne z platnosti věty 5.7, která dokazuje L(n-RLIN#RS) = R1

[n].
�

Nyńı ustanov́ıme nekonečnou hierarchii tř́ıd jazyk̊u definovanou zobecněnými #-přepisuj́ıćımi
systémy na základě omezeńı na konečný index.

Věta 5.21. Pro všechna k ≥ 1, Lk(G#RS) ⊂ Lk+1(G#RS).

Důkaz věty 5.21. Lk(G#RS) = Lk(CF#RS) plyne z věty 5.11. Připomeňme, že Lk(P) =
Lk(CF#RS) (viz [34]) a Lk(P) ⊂ Lk+1(P) pro každé k ≥ 1 (viz věty 3.1.2i a 3.1.7 v [12]). Pak
plat́ı také věta 5.21.

�

5.2.2 Založené na n-limitovanosti

V roce 1970 zavedl Kasai tzv. stavové gramatiky (viz definice 2.21 nebo p̊uvodńı článek [21])
a dokázal, že v př́ıpadě omezeńı počtu neterminál̊u, se kterými lze při derivaci věty pracovat
(tzv. n-limitovanost, viz definice 3.1), vzniká nekonečná hierarchie. Demonstraćı ekvivalence mod-
elu n-limitovaných stavových gramatik s nově zavedenými zprava-doleva redukuj́ıćımi hlubokými
zásobńıkovými automaty dostáváme opět nekonečnou hierarchii i pro tento nový model. V tomto
př́ıpadě je oproti stavovým gramatikám ona n-limitovanost vyjádřena maximálńı hloubkou redukćı,
která je dána množinou pravidel redukuj́ıćıho hlubokého zásobńıku.

Věta 5.22. Pro všechna k ≥ 1, kL(RDPDA) ⊂ k+1L(RDPDA).

Důkaz věty 5.22. Věta 5.18 ř́ıká, že pro všechna k ≥ 1, kL(RDPDA) = kL(ST). Takže tato
věta 5.22 je d̊usledkem věty 5.18 a věty 2.5 z [21].

�

V této kapitole byly dokázány hlavńı autorovy výsledky, jejichž zaměřeńı bylo na snižováńı
vyjadřovaćı śıly omezovaných přepisuj́ıćıch systémů. Některé typy omezováńı naopak zvyšovaly
vyjadřovaćı schopnosti. Ve většině př́ıpad̊u jsme nav́ıc źıskali nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u
závislé na použitém přepisuj́ıćım systému, na typu omezováńı a na konkrétńı omezuj́ıćı konstantě
(viz sekce 5.2).
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Část III

Relace k praxi
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Kapitola 6

Využit́ı omezováńı konfiguraćı

V této kapitole se pod́ıváme na potenciál praktického využit́ı nově představených přepisuj́ıćıch
systémů a př́ıpadně i jejich omezováńı. Již tradičně se zaměř́ıme na #-přepisuj́ıćı systémy.

Nejprve se zamysĺıme nad možnostmi a zaj́ımavými úlohami, které maj́ı předpoklady jakožto
aplikačńı oblasti pro tyto nové systémy. Dále budeme studovat vlastnosti esenciálńı pro praxi jako
jsou determinismus a kanonické přepisováńı. Nakonec se pokuśıme shrnout problémy při snaze
o využit́ı těchto systémů v syntaktické analýze.

6.1 Hledáńı aplikaćı

Hledáńı nevykonstruovaných aplikaćı je u nových ř́ızených přepisuj́ıćıch systémů (bez př́ımé moti-
vace v praktické úloze př́ımo při definováńı tohoto systému) obvykle velmi obt́ıžné a často se od
něj upoušt́ı. Vzhledem k omezovaćı povaze předchoźıch př́ıstup̊u asi nelze hledat využit́ı v př́ılǐs
náročných problémech jako je popis přirozeného jazyka či zcela obecný popis kontextových vlast-
nost́ı programovaćıch jazyk̊u.

Hlavńı oblasti praktického využ́ıváńı formálńıch jazyk̊u bychom mohli shrnout do několika
následuj́ıćıch bod̊u:

• překladače (popis a zpracováńı programovaćıch jazyk̊u tvoř́ı jeden ze základńıch piĺı̌r̊u infor-
matiky)

• lingvistika (studuje vztah přirozených a formálńıch jazyk̊u, snaž́ı se o formálńı popis a zpra-
cováńı přirozených jazyk̊u)

• biologicky motivované systémy (např. v oblasti mikrobiologie, bioinformatiky, genetiky atd.)

• modelováńı (formálńı jazyk je formálńım modelem, a proto bezesporu slouž́ı i pro obecné
modelováńı či verifikaci; viz např. [7])

Všeobecně praktická úloha u přepisuj́ıćıch systémů je řešeńı problému členstv́ı dané věty do
jazyka, který je t́ımto systémem definován. Tuto úlohu nejlépe řeš́ı r̊uzné přepisuj́ıćı systémy ak-
ceptačńıho typu (např. deterministické automaty r̊uzných typ̊u).

Nyńı zmiňme některé zaj́ımavé konkrétněǰśı náměty na praktické využit́ı omezováńı konfiguraćı
přepisuj́ıćıch systémů:
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• studovat vztah k-limitovanosti a syntaktických analyzátor̊u; např́ıklad př́ıpad hlubokých
zásobńıkových automat̊u hloubky k a LL(k) syntaktické analýzy shora dol̊u nebo analogicky
redukuj́ıćıch hlubokých zásobńıkových automat̊u hloubky k a LR(k) syntaktické analýzy (viz
[70]);

• využit́ı omezováńı počtu aktivńıch symbol̊u při syntaktické analýze (v př́ıpadě nedetermini-
stických výpočt̊u se d́ıky omezeńı na konečný index nebo n-limitovanost omeźı prohledávaný
stavový prostor)

• zavedeńı srovnávaćı mı́ry složitosti model̊u prostřednictv́ım počtu pravidel (normalizovaných)
pro źıskáńı stejné věty v rámci dvou r̊uzných ekvivalentńıch přepisuj́ıćıch systémů (tj. model̊u
definuj́ıćıch stejný jazyk); tento námět má vztah ke studiu dynamické i popisné složitosti
omezených přepisuj́ıćıch systémů

• využit́ı ř́ızeńı i omezováńı jako prostředku pro zlepšeńı rozhodovaćıch schopnost́ı přepisuj́ıćıho
systému, který přepis aplikovat v momentě rozhodovaćıho procesu výběru pravidla (např.
ř́ızené zásobńıkové automaty nebo zde představené zásobńıkové automaty s omezeným obsa-
hem zásobńıku či deterministické #-přepisuj́ıćı systémy typu 2).

6.2 Vhodné modifikace formálńıch model̊u

Jedńım ze signifikantńıch modifikaćı formálńıch model̊u kĺıčových pro jejich praktické využit́ı
je determinismus. Poč́ıtače již od svého počátku pracuj́ı podle zadaného přesného předpisu, al-
goritmu. Tento algoritmus však muśı být vždy striktně deterministický, abychom byli schopni
výpočet zopakovat se stejným výsledkem (nemluvme o problémech jako generováńı náhodného
č́ısla a podobně, o kterých tato práce nepojednává).

V př́ıpadě Turingových stroj̊u a odpov́ıdaj́ıćıch model̊u (např. neomezených gramatik) nesnižuje
determinismus vyjadřovaćı śılu, ale pouze efektivnost výpočtu (deterministická simulace nedeter-
minismu vyžaduje vyšš́ı prostorovou a v podstatě i časovou složitost). U nižš́ıch model̊u je to však
jinak. Výhodou determinismu u jednodušš́ıch model̊u bývá podstatně nižš́ı a pro praxi přijatelná
časová složitost (např. lineárńı).

Determinismus je tedy kĺıčový předevš́ım pro efektivńı práci daného formálńıho modelu (např.
přij́ımáńı věty deterministickým zásobńıkovým automatem).

Definice determinismu u konkrétńıho ř́ızeného formálńıho modelu je jen velmi zř́ıdka matem-
aticky jednoduše popsatelná a pokud ano, tak většinou dostáváme v praxi nevyužitelné výsledky
(př́ılǐs ńızká efektivita nebo př́ılǐsné omezeńı vyjadřovaćı śıly modelu).

Tuto situaci nyńı demonstrujme na dvou typech determinismu #-přepisuj́ıćıch systémů.

6.2.1 Deterministické #-přepisuj́ıćı systémy

Tyto systémy jsou svou povahou generativńı, a to implikuje zhoršenou schopnost definice deter-
minismu (analogicky např. bezkontextové gramatiky versus zásobńıkové automaty).

V této podsekci se zaměř́ıme na bezkontextové #-přepisuj́ıćı systémy, ale všechny typy deter-
minismu lze analogicky definovat i pro pravě-lineárńı a zobecněné tvary pravidel.
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Typ 1

Prvńı zp̊usob definice determinismu, který nás může napadanout, je omezit pravidla systému tak,
aby v aktuálńım stavu pro konkrétńı přepisovanou hranici nebylo možno naj́ıt v́ıce jak jedno
pravidlo, a tak zajistit jeho př́ımočařeǰśı výběr (mı́sto obecného nedeterministického).
Definice 6.1. Speciálńı př́ıpad bezkontextového #-přepisuj́ıćıho systému H = (Q,Σ, R, s), kdy
pro každé p ∈ Q a každé kladné celé č́ıslo i ∈ N bude pi# levá strana nejvýše jednoho pravidla z H,
tj. pro každou dvojici p ∈ Q a i ∈ N plat́ı card({r | r : p i# → q x ∈ R, q ∈ Q, x ∈ Σ∗}) ≤ 1, budeme
nazývat deterministický bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém typu 1 (zkráceně det1CF#RS).

Obecně deterministický #-přepisuj́ıćı systém typu X značme zkráceně detXCF#RS a tř́ıdu
jazyk̊u definovanou těmito systémy označujme L(detXCF#RS).

Např́ıklad systém H z př́ıkladu 4.1 na straně 44 je evidentně nedeterministický, protože jeho
druhé a čtvrté pravidlo má totožnou levou stranu.

Při hlubš́ım zamyšleńı si uvědomı́me, že pro aplikaci takto deterministického systému v gen-
erováńı věty máme stále problém určit, kterou hranici je nejvhodněǰśı v daném kroku přepsat.
Tento problém determinismu z definice 6.1 př́ımo ovlivňuje také následuj́ıćı výsledky.

Věta 6.1. L(CF#RS) = L(det1CF#RS).

Důkaz věty 6.1. Protože det1CF#RS je pouze speciálńı př́ıpad CF#RS, potřebujeme pouze
dokázat, že L(CF#RS) ⊆ L(det1CF#RS).
Necht’ H = (QH ,Σ, sH , RH) je CF#RS, kde T = Σ − {#}. Sestrojme det1CF#RS, D =
(QD,Σ, sH , RD), kde RD a QD jsou zkonstruovány podle těchto krok̊u:

1. Pro každé p ∈ QH a i ∈ N položme i
p RH = {r : p i# → q x | r ∈ RH , q ∈ QH , x ∈ Σ};

2. Položme QD = QH a pomocné R′ =
⋃{ i

p RH | card( i
p RH) ≤ 2};

3. Pro každou množinu i
p RH s card( i

p RH) ≥ 3 proved’me následuj́ıćı algoritmus:
o := p;
while (card( i

p RH) ≥ 3) do:

• odstraňme r z množiny i
p RH

• přidejme 〈 i
p RH〉 do QD

• přidejme o i# → rhs(r) a o i# → 〈 i
p RH〉 # do R′;

• o := 〈 i
p RH〉;

4. Položme RD =
⋃{ i

p R′ | card( i
p R′) = 1}.

5. Necht’ < je ostré uspořádáńı na Lab(R′). Pro každou dvojici pravidel ri : p i# → q1 x1 a
rj : p i# → q2 x2 z R′ takovou, že ri < rj , přidejme do RD následuj́ıćı pravidla:

• p i# → 〈ri, rj〉 ##

• 〈ri, rj〉 i# → 〈ri〉 #

• 〈ri, rj〉 i+1# → 〈rj〉 #

• 〈ri〉 i# → 〈r′i〉 x1

• 〈rj〉 i# → 〈r′j〉 x2

• 〈r′i〉 i+1# → q1 ε
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• 〈r′j〉 i+1# → q2 ε

a nově vzniklé stavy 〈ri, rj〉, 〈ri〉, 〈rj〉, 〈r′i〉, 〈r′j〉 přidejme do QD.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty 6.1.

Krok 1. Podmnožiny i
p R označuj́ı množiny pravidel se stejnou levou stranou, takže kardinalita těchto

množin určuje počet pravidel se stejnou levou stranou (tzv. stupeň nedeterminismu).

Kroky 2-3. Množina pravidel, RH , je transformována do nové množiny pravidel R′ tak, aby obsahovala
pro každou levou stranu nejvýše dvě pravidla se stejnou levou stranou.

Krok 4. Ve čtvrtém kroku je nová množina pravidel, RD, inicializována všemi již deterministickými
pravidly z R′. Zbývá se již vypořádat pouze s nedeterministickými pravidly, která maj́ı od
každé kombinace levé strany pravidel právě dva exempláře.

Krok 5. Každá dvojice pravidel se stejnou levou stranou je simulována posloupnost́ı sedmi nových
pravidel v RD: (1) vygenerováńı pomocné (i+1)-ńı hranice, (2 a 3) provedeńı výběru jednoho
z oněch dvou nedeterministických pravidel k simulaci, (4 a 5) přepis i-té hranice, (6 a 7) změna
stavu na ćılový stav a vymazáńı pomocné hranice.

�

Př́ıklad 6.1. Ukažme si na př́ıkladě konstrukci z d̊ukazu věty 6.1, která transformuje CF#RS H

z př́ıkladu 4.1 na det1CF#RS D. Protože stupeň nedeterminismus je menš́ı než tři, můžeme
přeskočit kroky 1 až 3. Pak nakoṕırujeme všechna deterministická pravidla do RD podle popisu
v kroku 4, takže RD = {1: s 1# → p ##, 3: q 2# → p #c, 5: f 1# → f c} a QD = {s, p, q, f}.
Nakonec pomoćı kroku 5 vygenerujeme posloupnost pravidel simuluj́ıćı dvojici nedeterministických
pravidel: 2 : p 1# → q a#b a 4: p 1# → f ab.

Protože ri = 2, rj = 4, p = p, i = 1, q1 = q, q2 = f , x1 = a#b, x2 = ab, přidejme následuj́ıćı
pravidla do RD:

p 1# → 〈2, 4〉 ##
〈2, 4〉 1# → 〈2〉 #
〈2, 4〉 2# → 〈4〉 #
〈2〉 1# → 〈2′〉 a#b

〈4〉 1# → 〈4′〉 ab

〈2′〉 2# → q ε

〈4′〉 2# → f ε

Na konci QD = {s, p, q, f, 〈2, 4〉, 〈2〉, 〈4〉, 〈2′〉, 〈4′〉}.

Důsledek 6.2. Pro všechna k ≥ 1, Lk(CF#RS) ⊆ Lk+1(det1CF#RS).

Důkaz d̊usledku 6.2. Konstrukčńı d̊ukaz věty 6.1 potřebuje zvýšit počet hranic v konfiguraci
vždy maximálně o jedna, takže proto tento d̊usledek plat́ı. �

Věta 6.3. Pro k = 1 a libovolný jazyk L ∈ Lk(det1CF#RS) plat́ı, že card(L) ≤ 1.
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Důkaz věty 6.3. Předpokládejme, že k = 1 a card(L) > 1. Determinismus nám zaručuje, že každé
pravidlo má unikátńı levou stranu, takže stavy a jejich programováńı konečně-stavovým ř́ızeńım
nám nedovoluj́ı větveńı nebo možnost výběru z množiny pravidel. T́ım pádem nemáme možnost
výběru ani v samotném výpočtu. Nemáme tedy možnost v det1CF#RS, jak vygenerovat dvě odlǐsné
konfigurace ze stejné počátečńı konfigurace, s# (nezálež́ı ani na tom, zda to zkouš́ıme jedńım nebo
v́ıce výpočetńımi kroky). T́ımto jsme dospěli ke sporu, takže předpoklad, že card(L) > 1 pro k = 1
neplat́ı. �

Hypotéza 6.1. Hypotézou je existence konstrukčńıho algoritmu, který při determinizaci libo-
volného CF#RS indexu k nezvýš́ı počet hranic. Symbolicky zapsáno plat́ı pro každé k ≥ 2, že
Lk(CF#RS) = Lk(det1CF#RS).

Částečnou odpověd’ na tuto hypotézu se pokusme dát nyńı.
Máme totiž možnost negenerovat pomocnou hranici jako (i + 1)-ńı, ale např́ıklad pomoćı

funkce modulo (vraćı zbytek po celoč́ıselném děleńı) vybrat libovolnou jinou hranici, která zrovna
neńı určena k přepisu. Např́ıklad máme-li přepisovat druhou hranici, můžeme v transformačńım
algoritmu využ́ıt jako pomocnou hranici třet́ı nebo prvńı, pro k = 3, a nemuśıme zavádět
čtvrtou pomocnou hranici a zvyšovat tak uměle konečný index systému. Tento princip lze však
uplatnit pouze pro k ≥ 2. Dostali bychom však ještě podrobněǰśı výsledek než ve větě 6.1, že
Lk(CF#RS) = Lk(det1CF#RS) pro všechna k ≥ 2.

Ve skutečnosti zp̊usob dosažeńı determinismu (podle definice 6.1) z nedeterministického
CF#RS je pouhým nahrazeńım jednoho nedeterminismu jiným, skrytěǰśım. Původńı otázku:

”Kterou hranici nahrad́ıme a které pro to použijeme pravidlo?“ jsme transformovali na novou
specifičtěǰśı otázku: ”Kterou hranici v rozhoduj́ıćım okamžiku přeṕı̌seme?“ Nyńı již nemuśıme
řešit, které pravidlo použijeme, pokud jsme se již rozhodli pro konkretńı hranici k přepsáńı.

V daľśıch odstavćıch se proto zamysĺıme nad daľśı možnost́ı definice determinismu #-
přepisuj́ıćıch systémů, která by mohla být bĺıže praktické použitelnosti (např́ıklad v syntaktické
analýze).

Typ 2

U generuj́ıćıch formálńıch model̊u je všeobecně problém intuitivně stanovit podmı́nky determin-
ismu. Většinou nedostačuj́ı triviálńı požadavky na tvar pravidel, ale je třeba j́ıt s analýzou pravidel
v́ıce do hloubky. Př́ıkladem jsou i jednoduché bezkontextové gramatiky, které definuj́ı determini-
stické bezkontextové gramatiky na základě splňováńı sady podmı́nek pro každé pravidlo. Stručně
řečeno, na základě několika málo symbol̊u ze vstupu jsme schopni se jednoznačně rozhodnout, které
pravidlo použ́ıt, a v př́ıpadě, že věta opravdu patř́ı do popisovaného jazyka, tak nikdy nebudeme
potřebovat v některém daľśım kroku navraceńı (backtracking, tj. zahozeńı části již provedeného
výpočtu a provedeńı nového výpočtu jinou cestou).

Problém definice použitelného determinismu u ř́ızených formálńıch model̊u se ještě prohlubuje
s novými možnosti, jak k determinismu přistupovat a do jaké mı́ry jej vyžadovat (např. pouze na
úrovni ř́ızeńı, pouze na úrovni přepisu, oboj́ı, atd.).

V definici determinismu typu 2 je volněǰśı determinismus při přepisu prvńı hranice (analogické
s LL-podmı́nkami v LL(1) gramatikách, viz [70]) a př́ısněǰśı determinismus při přepisu ostatńıch
hranic, abychom se vyvarovali nutnosti pracovat (č́ıst) ve vstupu na několik mı́stech. S výhodou
by tento př́ıstup mohl být praktikován také na hluboké zásobńıkové automaty.

Koncept 6.1. Mějme bezkontextový #-přepisuj́ıćı systém H = (Q,Σ, R, s), který nazvěme deter-
ministickým typu 2, pokud plat́ı následuj́ıćı.
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V každém stavu existuje nejvýše jedno pravidlo manipuluj́ıćı s jinou než prvńı hranićı. Nav́ıc
v tomto stavu již nedovolujeme existenci daľśıho pravidla, které by přepisovalo prvńı hranici.
V př́ıpadě pravidel pracuj́ıćıch s prvńı hranićı aplikujme omezeńı analogické k LL(1) gramatikám.
To znamená, že pouze při přepisech prvńı hranice je při výběru pravidla prováděno jednoznačné
rozhodnut́ı na základě dvojice informaćı: (1) aktuálńıho stavu a (2) čteného symbolu věty. V os-
tatńıch přepisech je pravidlo jednoznačně určeno pouze aktuálńım stavem. Tento obecný postup
demonstrujme na př́ıkladu 6.2.

Př́ıklad 6.2. Pro samotnou definici konceptu determinismu typu 2 nepotřebujeme popisovat
zp̊usob práce CF#RS v přij́ımaćım režimu, ale pro ukázku na př́ıkladě si jej popǐsme.

#-přepisuj́ıćı systém pracuje ve své konfiguraci generativńım zp̊usobem, ovšem při rozhodováńı
při přepisu podle některých pravidel má možnost přeč́ıst jeden symbol ze vstupu (značme in) a
posunout čtećı hlavu na daľśı symbol. Nepožadujeme přečteńı celého vstupńıho řetězce, ale pouze
jeho předpony nutné pro správné ř́ızeńı přepis̊u prvńı hranice. Pravidla pro přepis prvńı hranice,
která pro rozhodováńı čtou symbol ze vstupńı věty, obsahuj́ı podmı́nku tvaru (in = seznam akcepto-
vaných symbol̊u tzv. podmı́nková množina). U pravidla, které neobsahuje podmı́nku, nezálež́ı na
vstupńım symbolu a pravidlo žádný symbol nečte. Pravidla se stejným výchoźım stavem muśı mı́t
všechny podmı́nkové množiny navzájem disjunktńı, aby nedošlo k nerozhodnosti.

Mějme následuj́ıćı pravidla deterministického CF#RS typu 2:

1 : s 1# → p ##
2: p 1# → q a#b (in = {a})
3 : q 2# → p c#
4: p 1# → f ε (in = {b})
5 : f 1# → f ε

Zpracováńı věty aabbcc pak vypadá následovně: s# ⇒ p## [1] ⇒ qa#b# [2 (in = a)] ⇒
pa#bc# [3] ⇒ qaa#bbc# [2 (in = a)] ⇒ paa#bbcc# [3] ⇒ faabbcc# [4 (in = b)] ⇒ faabbcc [5].

Hlavńı problém, který jsme se snažili definićı determinismu typu 2 odstranit, je problém při
zpracováváńı věty #-přepisuj́ıćım systémem při přepisech na r̊uzných mı́stech konfigurace, kdy
ale nev́ıme, kterému podřetězci reálné věty daná část konfigurace odpov́ıdá. Touto korespondenćı
si můžeme být jisti pouze na začátku věty, která v tomto typu determinismu hraje kromě stavu
hlavńı ř́ıd́ıćı roli, aniž bychom ”zahodili“ možnost pracovat s některými nebezkontextovými jazyky
(viz př́ıklad 6.2).

Závěrem tedy je, že matematicky elegantně popsatelný determinismus daný model bud’ téměř
neomeźı, takže neńı skutečně deterministický pro použit́ı (viz typ 1), a nebo je takovýto determin-
ismus omezuj́ıćı až přespř́ılǐs (typ 2).

6.2.2 Kanonické #-přepisuj́ıćı systémy

Kanonické derivace v bezkontextových gramatikách maj́ı zásadńı význam v syntaktické analýze
a teorii překladač̊u. Z toho plyne také motivace ke studiu kanonických (předevš́ım nejlevěǰśıch)
přepis̊u v nově zavedených formálńıch modelech, jako např́ıklad #-přepisuj́ıćıch systémech.
Kanoničnost znamená, že se při přepisováńı snaž́ıme postupovat v́ıce systematicky a determini-
sticky v tom, že přepisujeme výhradně nejlevěǰśı aktivńı symboly. Tento pojem koreluje s ome-
zováńım na n-limitovanost. Pojem kanoničnost budeme chápat obecně jako přepisováńı několika
nejlevěǰśıch aktivńıch symbol̊u. V př́ıpadě nejlevěǰśıho (nebo zkráceně levého) přepisu budeme
uvažovat přepisováńı skutečně toho nejlevěǰśıho aktivńıho symbolu (nepoč́ıtaje komponentu kon-
figurace pro aktuálńı stav, viz poznámka 6.1).
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Různými typy kanonických derivaćı v ř́ızených gramatikách, které jsou jedńım z inspiračńıch
zdroj̊u pro #-přepisuj́ıćı systémy, se zabývá relativně aktuálńı článek prof. Fernaua ([15]) a daľśıch
vědc̊u ([10, 12, 42, 59]).

Definujme si kanoničnost výpočetńıch krok̊u v #-přepisuj́ıćıch systémech dvěma zp̊usoby:

a) př́ısně kanonický přepis jedné z k nejlevěǰśıch hranic bez ohledu na aktuálńı stav (př́ımo
odpov́ıdá omezováńı posloupnosti aplikovaných pravidel na k-limitovanost, viz definice 3.1),
kde k ≥ 1;

b) stavově-ř́ızené kanonické přepisováńı pracuje s k-nejlevěǰśımi hranicemi, ovšem s ohle-
dem na aktuálńı stav, tedy vybereme k nejlevěǰśıch výskyt̊u aktivńıch symbol̊u, které lze
v aktuálńım stavu nějakým pravidlem přepsat.

Ve zbytku podsekce, necht’ H = (Q,Σ, R, s) je #-přepisuj́ıćı systém, n = max({i | p i# → q x ∈
R}) je maximálńı index přepsatelné hranice pomoćı pravidel z R, k ∈ N.

Definice 6.2. Př́ısně k-kanonický výpočetńı krok je výpočetńı krok stupně j, kde j ≤ k. Př́ısně
k-kanonický výpočet je složen pouze z k-kanonických krok̊u a př́ısně k-kanonický jazyk L(H) =
{w | s# ⇒∗ qw pomoćı k-kanonického výpočtu v H}. Tř́ıdu těchto jazyk̊u značme L(CF#RS, k-
př́ısně kanonické).

Definice 6.3. Pro každý stav p ∈ Q definujme množinu K(H, p) = {i | p i# → q x ∈ R}, což
je množina index̊u všech hranic přepsatelných systémem H ve stavu p. Výpočetńı krok px ⇒
qy nazveme stavově-ř́ızený k-kanonický, pokud max(K(H, p)) − min(K(H, p)) < k. Analogicky
k předchoźı definici zaved’me stavově-̌ŕızený k-kanonický výpočet a jazyk. Tř́ıdu jazyk̊u označujme
L(CF#RS, stavově-̌ŕızené k-kanonické).

Všimněme si, že k má smysl volit pouze v intervalu 1 ≤ k ≤ n, protože každý CF#RS je ze své
definice implicitně př́ısně n-kanonický.

Demonstrujme si jádro algoritmu pro převod každého #-přepisuj́ıćıho systému na stavově-̌ŕızený
1-kanonický #-přepisuj́ıćı systém, tedy L(CF#RS) ⊆ L(CF#RS, stavově-̌ŕızené 1-kanonické).

Algoritmus 6.1 (nástin). Každé pravidlo r : p i# → q x ∈ R, kde i > min(K(H, p)) = m,
nahrad’me novou dvojićı pravidel:

p m# → 〈r〉 #

〈r〉 i# → q x

kde 〈r〉 je nový stav.

Z tohoto algoritmu 6.1 vyplývá, že druhý typ kanonických výpočt̊u nebude pro praxi př́ılǐs
vhodný, a zaměř́ıme se proto dále na př́ısně k-kanonické přepisováńı. Pro daľśı sńıžeńı nedetermin-
ismu nás v praxi nejv́ıce zaj́ımá varianta s k = 1, tzv. nejlevěǰśı (nebo zkráceně levý) výpočetńı
krok. Při tomto omezeńı množiny pravidel nemaj́ı smysl jiná pravidla, než která přepisuj́ı právě
prvńı hranici.

Mezi hypotézy, ke kterým bude vhodné se v budoucnu vrátit, patř́ı: Každý jazyk definovaný
nejlevěǰśım (tj. př́ısně 1-kanonickým) #-přepisuj́ıćım systémem je bezkontextový.

Důkaz by využil taktéž nejlevěǰśıch přepis̊u v bezkontextové gramatice, která by pomoćı prvńıho
výskytu neterminálu zachycovala informaci o aktuálńım stavu p̊uvodńıho #-přepisuj́ıćıho systému
a pomoćı daľśıch výskyt̊u pozice daľśıch hranic v p̊uvodńı konfiguraci systému.

Otevřený problém 6.2. L(CF#RS, 1-př́ısně kanonické) ⊂ CF?
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Důkaz tohoto otevřeného problému, kromě demonstrace předchoźı hypotézy, vyžaduje i d̊ukaz
opačného směru, tj. že existuje bezkontextový jazyk, který nelze t́ımto nejlevěǰśım #-přepisuj́ıćım
systémem popsat.

Poznámka 6.1. Při detailněǰśım pohledu na k-kanonické přepisováńı konfiguraćı #-přepisuj́ıćıch
systémů je třeba poznamenat, že i když se přepisu účastńı také aktuálńı stav, my jej do konstanty k

nezapoč́ıtáváme. Např́ıklad pro k = 1 jsou ve skutečnosti aplikovány přepisy na prvńım a druhém
aktivńım symbolu celé konfigurace: (1) změna aktuálńıho stavu v prvńı komponentě a (2) přepis
prvńı hranice v druhé komponentě konfigurace.

Závěrem je vhodné podotknout, že z praktického hlediska by mohlo být zaj́ımavé studovat
kombinaci k-kanonického přepisováńı a některého typu determinismu.

6.2.3 Poznámka o determinismu hlubokých zásobńıkových automat̊u

Velmi podobnou ideu transformace jako u deterministického #-přepisuj́ıćıho systému typu 1 lze ap-
likovat na hluboké zásobńıkové automaty deterministické vzhledem k hloubce expanźı (viz definice
4.10 či d̊usledek 1 v [50]).

Nyńı tedy prezentujme jádro transformačńıho algoritmu, které netvoř́ı úplný d̊ukaz, ale
nastiňuje, jak libovolný hluboký zásobńıkový automat nM př́ımo (bez mezipřevodu) převést na
deterministický vzhledem k hloubce expanźı.

Algoritmus 6.2 (nástin). Máme-li pro libovolné p ∈ Q dvě pravidla r′ : ipA → qu ∈ R a
r′′ : jpB → ov ∈ R, kde i �= j (tj. pravidla r′ a r′′ porušuj́ı determinismus vzhledem k hloubce
expanźı), pak tato dvě pravidla nahrad’me pravidly

r′ : ipA → qu

ρ : ipA → 〈r′′〉A
ρ′ : j〈r′′〉B → ov

kde ρ, ρ′ jsou nová unikátńı návěšt́ı pravidel a 〈r′′〉 je nový stav. Tento výpočet iterativně opakujme,
dokud nedostaneme R obsahuj́ıćı pouze deterministická pravidla vzhledem k hloubce expanźı.

Otevřenou otázkou stále z̊ustává, zda by i silný determinismus hlubokých zásobńıkových au-
tomat̊u bylo možno zajistit podobným, avšak rozš́ı̌reným trikem.

6.3 Syntaktická analýza

Syntaktická analýza provád́ı jako nejčastěǰśı úlohu rozhodnut́ı, zda zadaná věta patř́ı nebo nepatř́ı
do jazyka definovaného daným přepisuj́ıćım systémem ([1, 69]).

Obecný problém ř́ızených přepisuj́ıćıch systémů se silou menš́ı jak kontextové jazyky je přepis
na v́ıce mı́stech konfigurace, který neńı ani náhodný ani nejlevěǰśı, ale většinou je ř́ızen konečně-
stavovým ř́ızeńım, které však může být také nedeterministické. V př́ıpadě jak generativńıch, tak
akceptačńıch systémů je tedy nutné mı́t možnost predikovat, které aktivńı symboly odpov́ıdaj́ı
jakým podřetězc̊um výsledné věty, což je většinou zásadńım problémem. Nejpř́ımočařeǰśı, ale dosti
omezuj́ıćı řešeńı může být požadavek na disjunktnost množiny počátečńıch předpon takovýchto
podřetězc̊u, č́ımž zajist́ıme jejich pohodlnou identifikaci.
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6.3.1 Programovaćı jazyky

Nejčastěǰśı využit́ı syntaktické analýzy a př́ıpadně následného překladu je v oblasti programovaćıch
jazyk̊u ([19, 38, 75, 76, 79]). Programovaćı jazyky jsou většinou specifikovány pomoćı bezkontextové
gramatiky, jej́ıž pravidla obsahuj́ı dodatečné tzv. kontextové podmı́nky, které jsou do výsledného
analyzátoru nebo překladače zapracovávány v́ıceméně manuálně.

#-přepisuj́ıćı systémy bohužel neumı́ popsat všechny bezkontextové jazyky, např́ıklad jazyk pro
výraz (viz př́ıklad 4.2 pro předem neomezený počet r̊uzných typ̊u závorek), což má zásadńı vliv na
jejich využitelnost v oblasti popisu programovaćıch jazyk̊u. Bohužel si ani neporad́ı s některými
palčivými kontextovými problémy, které se vyskytuj́ı v programovaćıch jazyćıch.

Např́ıklad problém deklarace-definice proměnné, kdy ve větě programovaćıho jazyka (programu)
vyžaduji, aby použit́ı nějaké proměnné předcházela deklarace této proměnné (ne nutně těsně
před použit́ım proměnné). Záležitost nav́ıc komplikuj́ı strukturované programy, kde lze zanořovat
bloky a k nim odpov́ıdaj́ıćı lokálńı proměnné, které mohou přes stejný identifikátor překrývat
jiné již deklarované proměnné atd. Tento problém lze zjednodušeně vyjádřit formálńım jazykem
{(wc)n| n ≥ 1, w ∈ (Σ−{c})∗} (viz [12]), kde w představuje identifikátor proměnné; prvńı výskyt
w odpov́ıdá deklaraci a daľśı výskyty w symbolizuj́ı definici nebo použit́ı w. c slouž́ı jako oddělovač,
který se nevyskytuje v podřetězci w. Přestože #-přepisuj́ıćı systém si s t́ımto problémem nedokáže
poradit úplně, pořád ho zvládá o trochu lépe než bezkontextová gramatika. #-přepisuj́ıćı systém
dokáže tento jazyk generovat, pokud dopředu omeźıme konstantu n.

Závěr této kapitoly, která se zabývala předevš́ım vlastnostmi bezkontextových #-přepisuj́ıćıch
systémů v relaci s praktickým využit́ım, je následuj́ıćı:

Představili jsme si několik typ̊u determinismů a nast́ınili jejich vyjadřovaćı śılu; obdobně
v př́ıpadě kanonických přepis̊u. Většina praktických omezeńı však vede k daľśımu značnému
snižováńı śıly #-přepisuj́ıćıch systémů, a tak je jejich využitelnost pro popis náročněǰśıch problémů
v oblasti mezi bezkontextovými a kontextovými tř́ıdami jazyk̊u diskutabilńı.
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Závěr
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Kapitola 7

Závěr

V závěrečné kapitole provedeme tradičńı shrnut́ı výsledk̊u a detailněji se zamysĺıme nad budoućım
zkoumáńım. Krátce zmı́ńıme i některé konkrétńı otevřené problémy a hypotézy, jejichž řešeńı by
bylo vhodné hledat v nejbližš́ı budoucnosti.

7.1 Shrnut́ı

V práci bylo provedeno zobecněńı automat̊u a gramatik pod jednotným pojmem přepisuj́ıćı systém.
Přepisuj́ıćı systém měńı sv̊uj vnitřńı stav přepisováńım některých svých část́ı (podřetězc̊u, sym-
bol̊u) podle definovaného chováńı. Pro tento vnitřńı stav použ́ıváme pojem konfigurace, jenž byl
převzat z teorie automat̊u a zobecněn na přepisuj́ıćı systémy. Konfigurace je konečná posloupnost
komponent. Komponenta je řetězec symbol̊u úplné abecedy. Přepisuj́ıćı kroky mezi jednotlivými
konfiguracemi provád́ıme pomoćı přepisuj́ıćıch pravidel. Dı́ky sjednoceńı pojmů z oblasti gramatik
a automat̊u jsme mohli pohodlněji studovat systémy vzniklé jejich kombinováńım (kapitoly 1 a 2).

Dále byla zavedena intuitivńı klasifikace omezováńı a ř́ızeńı přepisuj́ıćıch systémů za účelem stu-
dia jejich dynamické složitosti, což je pohled na složitost trochu z jiného úhlu, než v př́ıpadě popisné
nebo časové a prostorové složitosti. Dynamická složitost sdružuje metriky bĺızké teorii formálńıch
jazyk̊u podobně jako popisná složitost. Na rozd́ıl od popisné složitosti, která studuje efektivitu
popisu jazyka pomoćı instance přepisuj́ıćıho systému (např. kardinalitu množiny pravidel), dy-
namická složitost se zaměřuje na efektivitu samotného přepisováńı při zpracováváńı věty jazyka
(např. maximálńı dostačuj́ıćı počet výskyt̊u neterminál̊u v konfiguraci) (kapitola 3).

Ve 4. a 5. kapitole byly zavedeny nové přepisuj́ıćı systémy, na kterých bylo demonstrováno
omezováńı konfiguraćı a omezováńı posloupnost́ı aplikovaných pravidel. Jednalo se předevš́ım o tyto
modely (v závorkách jsou uvedeny označeńı definovaných tř́ıd jazyk̊u):

• bezkontextové #-přepisuj́ıćı systémy (L(CF#RS)), n-pravě-lineárńı #-přepisuj́ıćı systémy
(L(n-RLIN#RS)) a zobecněné #-přepisuj́ıćı systémy (L(G#RS))

• hluboké (L(DTDP)) a redukuj́ıćı hluboké zásobńıkové automaty (L(RDPDA))

• zásobńıkové automaty s omezeným obsahem zásobńıku (L(RCPDA, X))

Tyto formálńı modely jsme omezovali předevš́ım pomoćı následuj́ıćıch typ̊u omezováńı, které
byly klasifikovány v kapitole 3 (v závorkách je styl značeńı tř́ıd jazyk̊u):

• konečný index k (Lk(X))
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• k-limitovanost (kL(X))

• hloubka k (kL(X))

• omezováńı konfiguraćı obecným omezuj́ıćım jazykem

Vztah dynamické složitosti a omezováńı většinou dává vzniknout nekonečným hierarchíım tř́ıd
jazyk̊u, což bylo ověřeno hned na několika r̊uzných typech přepisuj́ıćıch systémů (předevš́ım těch
ř́ızených nebo omezovaných).

Nejd̊uležitěǰśı výsledky této práce (kapitole 5) charakterizuj́ıćı nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u
založené na omezováńı r̊uzných typ̊u přepisuj́ıćıch systémů na základě jistého parametru k ≥ 1
jsou

kL(ST) = kL(DTDP) = kL(RDPDA)

Lk(P) = Lk(RC) = Lk(CF#RS) = Lk(det1CF#RS) = Lk(G#RS)

L(k-RLIN#RS) = R1
[k]

Studium omezováńı, potažmo ř́ızeńı formálńıch model̊u je součást́ı teorie formálńıch jazyk̊u již
několik deśıtek let, ale pořád lze v této oblasti nalézat teoretické, ale i praktické výzvy (např.
[24, 25, 26, 65]). Posledńı část (kapitola 6) je zaměřena na vlastnosti bĺızké praktickému využit́ı
představených #-přepisuj́ıćıch systémů, které tvoř́ı jádro celého textu. Studovali jsme jak možné
oblasti využit́ı, tak vlastnosti jako:

• r̊uzné definice determinismu (2 typy)

• dva typy kanonického přepisováńı a jejich vazbu na limitovanost

Ke skutečné praktické využitelnosti však zbývá nejen propracovaněǰśı modifikace některých
systémů a algoritmů na jejich zpracováńı, ale předevš́ım dobrá aplikačńı oblast, která je v př́ıpadě
#-přepisuj́ıćıch systémů zat́ım nejasná. Na druhou stranu např́ıklad obecněǰśı hluboké zásobńıkové
automaty mohou mnoho představených koncept̊u převźıt a jejich aplikovatelnost, např́ıklad v syn-
taktické analýze některých nebezkontextových jazyk̊u, má mnohem jasněǰśı obrysy.

7.2 Př́ınos

Nyńı stručně shrňme př́ınosy této práce:

1. studium kombinovaných přepisuj́ıćıch systémů a zavedeńı sjednocuj́ıćıch pojmů, které usna-
dňuj́ı a zobecňuj́ı jejich studium (snaha o unifikovaný př́ıstup);

2. klasifikace omezováńı formálńıch model̊u a předevš́ım omezováńı konfiguraćı přepisuj́ıćıch
systémů, včetně několika nových výsledk̊u s t́ımto př́ıstupem spjatých (nekonečné hierarchie
tř́ıd jazyk̊u);

3. představeńı nového ř́ızeného generativńıho přepisuj́ıćıho systému — #-přepisuj́ıćıho systému,
který má několik zaj́ımavých, až netradičńıch vlastnost́ı a tvoř́ı časopisecky opublikované
jádro této práce.
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7.3 Budoućı vývoj

Jak už to ve světě vědy bývá, tak zdaleka ne všechny otázky bývaj́ı uspokojivě zodpovězeny, a
proto i tato práce neńı výjimkou a v úplném závěru diskutuje řadu zaj́ımavých otázek a oblast́ı
k budoućımu výzkumu.

7.3.1 Rozpracované hypotézy a otevřené problémy

Kromě studia modifikaćı přepisuj́ıćıch systémů a otevřených problémů zmı́něných v samotném
textu se autor plánuje věnovat také některým z následuj́ıćıch námět̊u, hypotéz či otevřených
problémů.

#-přepisuj́ıćı systémy

V celé práci jsme studovali přepisuj́ıćı systémy s r̊uznými omezeńımi. Přirozenou otázkou však je,
jaká bude śıla těchto model̊u v př́ıpadech, kdy dané omezeńı implicitně neplyne ze samotné definice
systému (např. omezeńı na konečný index u všech typ̊u #-přepisuj́ıćıch systémů). Tuto otázku jsme
si již položili v otevřeném problému 5.2 a jej́ımu studiu bude nutné věnovat v budoucnosti v́ıce
pozornosti.

Otevřený problém 7.1. nL(ST) ⊆ L(G#RS) ⊆ CS?

Otevřený problém 7.2. CF ⊆ L(CF#RS)?

Jen v několika bodech uved’me náměty na modifikace, rozš́ı̌reńı a daľśı zkoumáńı #-přepisuj́ıćıch
systémů:

• varianty nast́ıněné v podsekci 4.1.5: redukuj́ıćı a paralelńı #-přepisuj́ıćı systémy;

• zobecněńı #-přepisuj́ıćıch systémů směrem ke gramatikám, kdy kromě jediného symbolu
hranice (#) opět zavedeme konečnou množinu neterminálńıch symbol̊u;

• daľśı nekonečné hierarchie tř́ıd jazyk̊u definovaných bezkontextovými #-přepisuj́ıćımi
systémy v závislosti na kardinalitě množiny stav̊u, což je hierarchie založená nikoli na dy-
namické, ale sṕı̌se popisné složitosti.

Hluboké zásobńıkové automaty

Prvńım, čeho si pozorný čtenář všimne, je podobnost mezi #-přepisuj́ıćımi systémy (bez omezeńı
na konečný index) a hlubokými zásobńıkovými automaty. Oba systémy implicitně omezuj́ı zleva
počet proměnných, které mohou přepisovat, oba obsahuj́ı konečně-stavové ř́ızeńı. Na tomto mı́stě
vyvstává tedy otázka porovnáńı jejich mocnosti.

Pro př́ıpadné využit́ı představených přepisuj́ıćıch systémů by bylo nutné hlouběji rozpracovat
problém determinismu. Správným směrem by mohla být inspirace u LL(k) gramatik a determini-
smu typu 2 u #-přepisuj́ıćıch systémů. Oba př́ıstupy by bylo velmi zaj́ımavé aplikovat na hluboké
zásobńıkové automaty.

Daľśı možná modifikace tkv́ı ve zobecněńı n-limitovanosti na n-limitovanost závislou na
konkrétńım symbolu A, tzv. (n, A)-limitovanost (viz modifikace symbolově-závislý RDPDA v sekci
5.1.5).
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KAPITOLA 7. ZÁVĚR

Zásobńıkové automaty s omezeným obsahem zásobńıku

RCPDA tvoř́ı komplementárńı pojem k ř́ızeným zásobńıkovým automat̊um ([23]). Mı́sto omezováńı
posloupnosti aplikovaných pravidel pomoćı omezuj́ıćıho jazyka aplikuje RCPDA omezováńı na
konfigurace, respektive obsah zásobńıku. Lze pro RCPDA dokázat podobný výsledek jako pro
automaty ř́ızené lineárńımi jazyky?

Otevřený problém 7.3. L(RCPDA,LIN) = RE?

Nastiňme dvě možnosti, jak se pokusit tuto rovnost dokázat: (1) pokusit se RCPDA omezovaný
lineárńım jazykem převést na ř́ızený zásobńıkový automat ř́ızený lineárńım jazykem ([23]), který
právě tř́ıdu všech rekurzivně spočetných jazyk̊u (RE) charakterizuje nebo (2) využ́ıt frontové
gramatiky ([22]).
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[37] Z. Křivka and R. Schönecker. String-partitioning systems and an infinite hierarchy. In Pro-
ceedings of 1st International Workshop on Formal Models (WFM’06), 2006, pp. 53–60.

[38] R. C. Linger, H. D. Mills, and B. I. Witt. Structured Programming: Theory and Practice.
Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1979.

[39] P. Linz. An Introduction to Formal Languages and Automata. D.C. Heath and Co., Mass,
Lexigton, 1990.

[40] L. Lorenc and A. Meduna. Self-reproducing pushdown transducers. Kybernetika, 41(4):531–
537, 2005.

[41] T. Masopust and A. Meduna. Descriptional complexity of grammars regulated by context
conditions. In LATA 2007 Pre-proceedings. Tarragona, ES, 2007, pp. 403–411.

[42] H. A. Maurer. Simple matrix languages with a leftmost restriction. Information and Control,
23:128—-139, 1973.

[43] A. Meduna. Syntactic complexity of context-free grammars over word monoids. Acta Infor-
matica, 33:457–462, 1996.

[44] A. Meduna. Four-nonterminal scattered context grammars characterize the family of recur-
sively enumerable languages. International Journal of Computer Mathematics, 63:67–83, 1997.

[45] A. Meduna. On the number of nonterminals in matrix grammars with leftmost derivations.
LNCS, 1217:27–38, 1997.

[46] A. Meduna. Descriptional complexity of multi-continuous grammars. Acta Cybernetica,
13:375–384, 1998.

[47] A. Meduna. Prefix pushdown automata and their simplification. International Journal of
Computer Mathematics, 71(1):1–20, 1999.

[48] A. Meduna. Automata and Languages: Theory and Applications. Springer, London, GB, 2000.
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Seznam symbol̊u a zkratek

� konec d̊ukazu lemmatu
� konec d̊ukazu věty nebo d̊usledku
∅ prázdná množina
∪ sjednoceńı množin
∩ pr̊unik množin
− operace odč́ıtáńı; záporné znaménko
X doplněk množiny X vzhledem k danému univerzu
2X potenčńı množina množiny X

× kartézský součin
∈ náležej́ıćı; je prvkem množiny
�∈ nenáležej́ıćı; neńı prvkem množiny
⊂ je vlastńı podmnožinou
⊆ je podmnožinou
⇒ symbol relace př́ımého přepisu; výpočetńıho kroku; derivace
⇒∗ reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ⇒; přepisuje
⇒+ tranzitivńı uzávěr relace ⇒; netriviálně přepisuje
⇒n n−násobný součin (n-tá mocnina) relace ⇒, n ≥ 0;

přepisuje v n kroćıch
→ symbol přepsáńı; přepǐs
� symbol přepsáńı; redukuj
# symbol hranice; dno zásobńıku
= symbol rovnosti; je rovno
�= symbol nerovnosti; neńı rovno; r̊uzné od
≤ menš́ı nebo rovno; relace uspořádáńı
< menš́ı; relace ostrého uspořádáńı
≥ větš́ı nebo rovno
· násobeńı (možno vynechat)
| oddělovač v množinovém konstruktu; svislá závorka
|x| délka posloupnosti/řetězce x

�,  závorky ohraničuj́ıćı pravidlo (pro lepš́ı odděleńı od textu)
: oddělovač pro návěšt́ı a označovaný objekt
〈, 〉 úhlové závorky; ohraničeńı v́ıceznakových symbol̊u nebo stav̊u
∗ symbol volného monoidu, neńı-li v kontextu uvedeno jinak;

iterace
+ symbol volné semigrupy, neńı-li v kontextu uvedeno jinak;

pozitivńı iterace
�, � pomocné symboly; směr pr̊uchodu řetězce
�, $ zástupné a pomocné symboly
N množina kladných celých č́ısel
N0 množina nezáporných celých č́ısel (včetně nuly)
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α řecké ṕısmeno alfa
β řecké ṕısmeno béta
Γ, γ řecké ṕısmeno gama
∆, δ řecké ṕısmeno delta
ε řecké ṕısmeno epsilon; symbol prázdného řetězce
η řecké ṕısmeno éta
µ řecké ṕısmeno mý
Ξ, ξ řecké ṕısmeno kśı
π řecké ṕısmeno ṕı
ρ řecké ṕısmeno ró
Σ, σ řecké ṕısmeno sigma; suma
τ řecké ṕısmeno tau
χ řecké ṕısmeno ch́ı
Ω, ω řecké ṕısmeno omega

Značeńı tř́ıd jazyk̊u

CF tř́ıda bezkontextových jazyk̊u
CS tř́ıda kontextových jazyk̊u
L(CF#RS) tř́ıda jazyk̊u generovaných bezkontextovými #-přepisuj́ıćımi systémy
L(detTCF#RS) tř́ıda jazyk̊u definovaných deterministickými bezkontextovými

#-přepisuj́ıćımi systémy typu T

L(DTDP) tř́ıda jazyk̊u přij́ımaných hlubokými zásobńıkovými automaty
L(FA) tř́ıda jazyk̊u (dále jen tř. j.) přij́ımaných konečnými automaty
L(G#RS) tř́ıda jazyk̊u generovaných zobecněnými #-přepisuj́ıćımi systémy
L(n-RLIN#RS) tř́ıda jazyk̊u generovaných n-pravě-lineárńımi #-přepisuj́ıćımi systémy
L(P) tř́ıda jazyk̊u generovaných programovanými gramatikami
L(PDA) tř́ıda jazyk̊u přij́ımaných zásobńıkovými automaty (dále jen zás. aut.)
L(RC) tř́ıda jazyk̊u generovaných gramatikami s rozptýleným kontextem
L(ST) tř́ıda jazyk̊u generovaných stavovými gramatikami
L(RCPDA, X) tř. j. přij́ımaných zás. aut. s omezeným obsahem zásobńıku jazykem z X

L(RDPDA) tř. j. definovaných zprava-doleva redukuj́ıćımi hlubokými zás. aut.
L(lrRDPDA) tř. j. definovaných zleva-doprava redukuj́ıćımi hlubokými zás. aut.
nL(X) tř́ıda jazyk̊u definovaných n-limitovaným modelem X;

tř́ıda jazyk̊u definovaných modelem X hloubky nejvýše n

Lk(X) tř́ıda jazyk̊u definovaných modelem X indexu k

L(X, ac) tř́ıda jazyk̊u definovaných modelem X s kontrolou výskytu
L(X, CF − ε) tř́ıda jazyk̊u definovaných modelem X bez vymazávaj́ıćıch pravidel
LIN tř́ıda lineárńıch jazyk̊u
Rm

[n] tř́ıda jazyk̊u generovaná m-paralelńımi n-pravě-lineárńımi
jednoduchými maticovými gramatikami

RE tř́ıda rekurzivně spočetných jazyk̊u;
tř́ıda jazyk̊u generovaných neomezenými gramatikami

REG tř́ıda regulárńıch jazyk̊u
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