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Abstrakt Řeťezce rozďeluj́ıćı syst́emy p̌redstavuj́ı model zalǒzeńy na principu p̌repisov́ańı poǔzi-
tı́m gramaticḱych pravidel. V syst́emu neexistujı́ nontermińaly tak, jak je zńame z klasicḱych
gramatik Chomsḱeho klasifikace, k dispozici je pouze jeden speciálńı symbol, tzv. bounder, který
udává ve v̌etńe formě pozici, kam bude vklád́ana jińa větńa forma. Omeźıme-li syst́em koněcným
indexem, źıskáváme nekoněcnou hierarchii ťrı́d generovańych jazyk̊u. Pŕace shrnuje potřebńe pre-
rekvizity, uv́ad́ı důkaz ekvivalence s programovanými gramatikami s koněcným indexem a exis-
tence nekoněcné hierarchiěreťezce rozďeluj́ıćıch syst́emů s koněcným indexem.

Kl ı́čová slova: teorie forḿalńıch jazyk̊u, koněcný index, řeťezce rozďeluj́ıćı syst́emy, programo-
vańe gramatiky, syntakticḱa anaĺyza, p̌rekladǎce

1 Úvod

P̌repisovaćı syst́emy st́aly již od pǒcátku v teorii forḿalńıch jazyk̊u jako kompromis popisu
jazyka mezi srozumitelńym – pročlověka – a źarověn snadno algoritmicky aplikovatelným –
z pohledu informǎcńıch technologíı. Byly vyvinuty růzńe typy p̌repisovaćıch syst́emů, ńasledňe
kategorizov́any, vźajemňe porovńavány. Rozhodujı́ćı byly vždy kĺıčové vlastnosti, z hlediska
jazyků se jednalo o popisnou sı́lu syst́emů a potǎzmo jazyk̊u, resp. ťrı́d jazyk̊u jimi generovańych.

Postupňe byly vymezov́any hranice mezi jednotliv́ymi syst́emy a ťrı́dami jazyk̊u, speci-
fikováno jejich ǔzitı́ na konkŕetńı aplikace, zejḿena v informatice, modernı́ biologii a ge-
netice. Źakladńı apaŕat gramatik a automatů naúrovni reguĺarńıch a bezkontextov́ych jazyk̊u
byl často vyǔźıván pro svou jednoduchost konstrukce a zárověn dostatěcnou śılu z hlediska
požadovańych vlastnost́ı syst́emů a zd́a se dostǎcuj́ıćım nap̌r. v oblasti p̌rekladǎců a algorit-
mizace.

Z hlediska teorie forḿalńıch jazyk̊u se striktňe odďeluj́ı gramatiky a automaty jako systémy,
kteŕe generuj́ı resp. p̌rij ı́maj́ı jazyky. V soǔcasnosti je v̌sak poťreba syst́emů, kteŕe zahrnuj́ı
někteŕe vlastnosti obou. Do této kategorie m̊užeme zǎradit i řeťezce rozďeluj́ıćı syst́emy, kteŕe
na jedńe straňe poskystuj́ı formalismus p̌repisu podobńy gramatiḱam, na druh́e straňe v̌sak
neobsahujı́ nontermińalńı symboly, pouze jeden speciálńı symbol pro lokaci pozice dalš́ıch
přepisov́ańı, nav́ıc jsou opaťreny stavy,̌ćımž zase inklinuj́ı k automat̊um.

Aplikace podobńych syst́emů můžeme hledat p̌redev̌śım v mikrobiologii (simulace buňeč-
ných organism̊u) či makrobiologii (simulace práce s genetickou informacı́ a geneticḱymi struk-
turami v organismech), experimentálńı poǔzitı́ nap̌r. v syntakticḱe anaĺyze.



Úvodńı poznámka
Tato pŕace vych́aźı z již existuj́ıćıch materíalů o řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emech, zahrnuje však i části
připravovańehočlánku o zǎrazeńı řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emů s koněcným indexem do kontextǔrı́ze-
ných gramatik s koněcným indexem. Tyto partie jsou žcasov́ych d̊uvod̊u ponech́any v anglicḱem jazyce.

2 Prerekvizity

Mějme abeceduV . Pro w ∈ V ∗, |w| je poǔźıváno ve v́yznamu d́elky řeťezcew, a pro W ⊆ V ,
occur(w,W ) reprezentuje pǒcet v́yskytů symbol̊u zW v w.

2.1 Programovańe gramatiky

Programovańa gramatikaje čtvěriceG = (V, T, P, S), kdeV je celkov́a abeceda,T ⊆ V je abeceda ter-
minálńıch symbol̊u,S ∈ (V −T ) je startovaćı symbol, aP je koněcná mnǒzina pravidel ve tvaruq : A →
v, g(q), kdeq : A → v je bezkontextov́e pravidlo oznǎceńe symbolemq ag(q) představuje mnǒzinu sym-
bolů oznǎcuj́ıćıch pravidla asociovańych s pravidlemq. Po aplikaci pravidlaq v dańem tvaru na libovolńy
nontermińal ve v̌etńe formě maj́ıćı stejńy název jako nontermińal na lev́e straňe pravidla, bude v dalš́ım
kroku aplikov́ano jedno z pravidel z množiny g(q) v přı́paďe, že jeg(q) nepŕazdńa, jinak se derivace v
gramatice zablokuje. Derivačńı krok oznǎcujeme podobňe jako u bezkontextov́ych gramatik symbolem
⇒, podobňe taḱe⇒m, kdem ≥ 0,⇒+, a⇒∗. Jazyk generovańy programovanou gramatikouG znǎćıme
L(G), je definov́an jakoL(G) = {w ∈ T ∗ | S ⇒∗ w}.

Programovańe gramatiky s testov́ańım v́yskytu(with appearance checking) jsou programované gra-
matiky, kdy pro kǎzdé pravidloq z mnǒziny P je definov́ana nav́ıc mnǒzina r(q) symbol̊u oznǎcuj́ıćı
pravidla asociovańa s pravidlemq. Množina g(q) bývá naźyvánapole úsp̌echua mnǒzina r(q) pole
néusp̌echu. Pravidlo programovańe gramatiky lze pot́e poǔźıt dvěma zp̊usoby. Pokud mǒznost spǒćıvá
v klasicḱe aplikaci pravidla, tj. nahrazenı́ nontermińalu, tvǒrı́ćıho levou stranu pravidla, pravou stranou
pravidla. Pokud ḿa pŕavidlo nepŕazdńe pole néusp̌echu, lze jej aplikovat ve smyslu testováńı výskytu:
Neńı-li levá strana pravidla obsažena ve slov̌e, na kteŕe pravidlo poǔźıváme, z̊ustane slovo beze zm̌eny.
V dalš́ım kroku muśıme ǔźıt někteŕe z pravidel v poli néusp̌echu.

Př ı́klad: L = {anbmcndm | n, m ≥ 1}
G = ({S, A,B,C,D}, {a, b, c, d}, {f1, . . . , f9}, S)

– f1 = (S → ABCD, {f2, f3, f6}, ∅)
– f2 = (A → aA, {f4}, ∅)
– f3 = (B → bB, {f5}, ∅)
– f4 = (C → cC, {f2, f3, f6}, ∅)
– f5 = (D → dD, {f2, f3, f6}, ∅)
– f6 = (A → a, {f7}, ∅)
– f7 = (B → b, {f8}, ∅)
– f8 = (C → c, {f9}, ∅)
– f9 = (D → d, ∅, ∅)

2.2 Koněcný index gramatik

Nyńı se zam̌ěrı́me na pojemgramatik koněcného indexu. Neforḿalněřečeno, index gramatiky je maxiḿal-
ńı počet netermińalů, kteŕe se b̌ehem derivaćı mohou soǔcasňe vyskytovat v jedńe větńe formě. Koněcnost
indexu je velice p̌rirozeńa a silńa podḿınka, kteŕa významňe slejdnocuje śılů růzńych typ̊u gramatik.



Necht’ G je gramatika libovolńeho typu aVN , VT jsou jej́ı netermińalńı, resp. termińalńı abeceda aS
startovaćı symbol. Pro derivaciD : S = w1 ⇒ w2 ⇒ · · · ⇒ wr = w ∈ V ∗

T , podleG definujeme index
D jako

Ind(D,G) = max {occur(wi, VN ) | 1 ≤ i ≤ r},

a prow ∈ V ∗
T definujeme indexw jako

Ind(w,G) = min {Ind(D,G) | Dje derivacew v G}.

Index gramatikyG je definov́an jako

Ind(G) = sup {Ind(w,G) | w ∈ L(G)}.

Pro jazykL ze ťrı́dy jazyk̊uL(X) generovańych gramatikami typuX definujeme index jazyka jako

IndX(L) = inf {Ind(G) | L(G) = L, kdeG je typuX}.

Pro ťrı́du jazyk̊u L(X) definujemeLn(X) = {L | L ∈ L(X) and IndX(L) ≤ n}, n ≥ 1 a
Lfin(X) =

⋃
n≥1

Ln(X).

2.3 Známé výsledky o generativńı śıle vybraných gramatik s koněcným indexem

Pro jazyky indexun pro v̌sechnan ≥ 1 plat́ı

Ln(M,CF − λ) ⊆ Ln(M,CF )

Ln(M,CF − λ, ac) ⊆ Ln(M,CF, ac),

tj. poǔzitı́ λ-pravidel zvy̌suje śılu jazyka s indexemn. Nav́ıc pro v̌sechnaX ∈ {CF, CF − λ} plat́ı

Ln(M,X) ⊆ Ln(M,X, ac)

tj. poǔzitı́ testov́ańı výskytu op̌et zvy̌suje śılu jazyka s indexemn.

Pro ťrı́dy jazyk̊u s koněcným indexem plat́ı

Lfin(M,CF ) = Lfin(M,CF − λ) = Lfin(M,CF, ac) = Lfin(M,CF − λ, ac),

což znameńa, že u zḿıněńych řı́zeńych gramatik s koněcným indexem neźalěźı na poǔzitı́ λ-pravidelči
testov́ańı výskytu, jejich generativńı śıla zůstane nezm̌eňena.

Všechny ńasleduj́ıćı třı́dy jazyk̊u k koněcným indexem jsou ekvivalentnı́ pro X ∈ {CF, CF − λ}
jsou ekvivalentńı s ťrı́douLfin(M,CF ): Lfin(P,X), Lfin(P,X, ac), Lfin(RC,X, ac).

Dále plat́ı nekoněcná hierarchie pro kǎzdý pro v̌sechnan ≥ 1

Ln(M,CF ) ⊂ Ln+1(M,CF ).

Pro kǎzdý nekoněcný jazyk L ∈ Ln(M,CF ) existujeřeťezecz ∈ L, kteŕy lze zapsat ve tvaru:
z = u1v1w1x1u2v2w2x2 . . . ukvkwkxkuk+1, kdek ≤ n, |v1x1v2x2 . . . vkxk| > 0 a pro v̌sechnai ≥ 1
plat́ı u1v

i
1w1x

i
1u2v

i
2w2x

i
2 . . . ukv

i
kwkx

i
kuk+1 ∈ L.

Posledńı pozńamka sm̌ěruje ke ťrı́dě bezkontextov́ych jazyk̊u a ťrı́dě jazyk̊u s koněcným indexem
generovańych maticov́ymi gramatikami. Platı́, že tyto dv̌e ťrı́dy jsou navźajem neporovnatelńe, protǒze

L(CF )− Lfin(M,CF ) 6= ∅.



3 Definice

Necht’ I je koněcná mnǒzina p̌rirozeńychč́ısel{1, 2, . . . , k}. Řeťezce rozďeluj́ıćı syst́em (SPS) jěctvěrice
M = (Q,Σ, s,R), kde Q je koněcná mnǒzina stav̊u, Σ je abeceda obsahujı́ćı specíalńı symbol,#,
naźyvańy znǎcka (bounder),s ∈ Q je pǒcátěcńı stav, aR ⊆ Q× I × {#} ×Q×Σ∗ je koněcná relace,
jejı́ž prvky naźyváme pravidla. Pravidlo(q, n,#, p, x) ∈ R, kden ∈ I, q, p ∈ Q a x ∈ Σ∗, se zapisuje
ve tvaruq n# → px.

K-limitovańa konfiguraceje řeťezecx ∈ QΣ∗, pro kteŕy plat́ı occur(x,#) ≤ k. Necht’ pu#v, quxv

jsou dv̌ek-limitované konfiguraceu, v ∈ Σ∗, occur(u, #) = n− 1 ap n# → qx ∈ R. Pak

1. M provedederivǎcńı krok z konfiguracepu#v do quxv poǔzitı́m pravidlap n# → qx, symbolicky
zaṕıšemepu#v d⇒ quxv [p n# → qx] v M

2. M provedereduǩcńı krok z konfiguracequxv do pu#v poǔzitı́m pravidlap n# → qx, symbolicky
zaṕıšemequxv r⇒ pu#v[p n# → qx] v M .

Necht’ d⇒∗ a r⇒∗ znamenajı́ tranzitivńı a reflexivńı uzávěr relaced⇒ resp. r⇒.

Jazyk derivovańy řeťezce rozďeluj́ıćım syst́ememM , L(M, d⇒), je definovańy jako

L(M, d⇒) = {w | s# d⇒∗ qw, q ∈ Q,w ∈ (Σ − {#})∗}.

Jazyk redukovańy řeťezce rozďeluj́ıćım syst́ememM , L(M, r⇒), je definovańy jako

L(M, r⇒) = {w | qw r⇒∗ s#, q ∈ Q,w ∈ (Σ − {#})∗}.

Př ı́klad:
M = ({s, p, q, f}, {a, b, c, #}, s, R), kdeR obsahuje tato pravidla:

1. s 1# → p ##
2. p 1# → q a#b

3. q 2# → p #c

4. p 1# → f ab

5. f 1# → f c

L(M, d⇒) = {anbncn | n ≥ 1} = L(M, r⇒) splňujeInd(M) = 2.

P̌rı́klad derivacěreťezceaaabbbccc:
s# d⇒ p##[1] d⇒ qa#b# [2] d⇒ pa#b#c [3] d⇒ qaa#bb#c [2] d⇒ paa#bb#cc [3] d⇒
faaabbb#cc [4] d⇒ faaabbbccc [5].

P̌rı́klad redukcěreťezceaaabbbccc:
faaabbbccc r⇒ faaabbb#cc [5] r⇒ paa#bb#cc[4] r⇒ qaa#bb#c [3] r⇒ pa#b#c [2] r⇒
qa#b# [3] r⇒ p## [2] r⇒ s# [1].

Let Lfin(SPS, d⇒), andLfin(P,CF ) denote the families of string-partitioning system derived
languages, and programmed languages of finite index based on context-free grammar, respectively.



4 Výsledky

4.1 Ekvivalence s programovańymi gramatikami s konečným indexem

Lemma 1.Lk(P,CF ) ⊆ Lk(SPS, d⇒)
For every programmed grammar of indexk, G, there is a string-partitioning system of indexk, H, such
thatLk(G) = Lk(H, d⇒).

Důkaz Lemma 1 je tvǒren dv̌emačástmi: konstruǩcńı a induǩcńı. Konstruǩcńı část d̊ukazu popisuje
způsob, jaḱym lze pro kǎzdou programovanou gramatiku vytvořit ekvivalentńı řeťezce rozďeluj́ıćı syst́em.
Vycháźı z my̌slenky ḱodovat poǔzitı́ následuj́ıćıho pravidla (tak jak je specifikováno v programovańe gra-
matice v poliúsp̌echu) p̌rı́mo do ńazvu stavǔreťezce rozďeluj́ıćıcho syst́emu. Jestlǐze ḿame tedy nap̌r.
konfiguraci〈A1A2 . . . Aj−1AjAj+1 . . . Ah〉x0#x1# . . .#xn, kde pǒcet znǎcek jen, a v ńasleduj́ıćım
kroku má b́yt přepśana j-t́a znǎcka pomoćı pravidlap, vyznǎćıme tuto skutěcnost p̌rı́mo do ńazvu stavu
jako 〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉. Je nutńe rovňež ǒseťrit blokujı́ćı konfigurace v programované gra-
matice, tj. konfigurace ve kterých neexistuje jǐz žádńe pravidlo pro aplikaci,̌reťezce rozďeluj́ıćı syst́em
muśı mı́t ekvivalentńı možnosti vyj́aďreńı této situace.

Indukčńı část d̊ukazu pak potvrzuje správnost konstrukcěreťezce rozďeluj́ıćıho syst́emu. Dokazuje,
že pro kǎzdou derivaci v programované gramatice s indexemk existuje odpov́ıdaj́ıćı derivace v̌reťezce
rozďeluj́ıćım syst́emu s indexemk s ohledem na p̌rı́slušńy postup poǔzitý při jeho konstrukci na źaklaďe
dańe gramatiky. Prvńı tvrzeńı vyslovuje obecnou v̌etu o existenci dańe derivace, ńasleduje jeho d̊ukaz,
druh́e tvrzeńı je specializaćı prvńıho tvrzeńı a v d̊usledku uvedeńeho d̊ukazu prvńıho tvrzeńı je rovňež
platńe.

Proof.Let k ≥ 1 be a positive integer. LetG = (V, T, P, S) is programmed grammar of indexk, where
N = V − T . We construct the string-partitioning system of indexk, H = (Q,T ∪ {#}, s, R), where
# /∈ T , s = 〈σ〉, σ is a new symbol,R andQ are constructed by performing the following steps:

1. For eachp : S → α ∈ P , α ∈ V ∗, add〈σ〉1# → 〈[p]〉# to R, 〈[p]〉 is new state inQ.
2. If A1A2 . . . Aj . . . Ah ∈ N∗, h ∈ {1, 2, . . . , k}, p : Aj →x0B1x1B2x2 . . . xn−1Bnxn, g(p) ∈ P ,

j ∈ {1, 2, . . . , h} for n ≥ 0, xt ∈ T ∗, Bt ∈ N , 0 ≤ t ≤ n andn + h− 1 ≤ k, then
(a) if g(p) = ∅, then〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉, 〈A1A2 . . . B1 . . . Bn . . . Ah〉 are new states in

Q and the rule〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉j# → 〈A1A2 . . . B1 . . . Bn . . . Ah〉 x0# . . .#xn

is added toR
(b) for everyq ∈ g(p), q : Dd→α, α ∈ V ∗ add new states〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉 and

〈D1D2 . . . [q] . . . Dn+h−1〉 to Q and add the following rule to R:
〈A1A2 . . . Aj−1[p]Aj+1 . . . Ah〉j# → 〈D1D2 . . . [q] . . . Dn+h−1〉x0#x1 . . . xn−1#xn, where
A1 . . . Aj−1B1 . . . BnAj+1 . . . Ah = D1 . . . Dj−1Dj . . . Dj+n−1Dj+n . . . Dh+n−1, B1 . . . Bn =
Dj . . . Dj+n−1 for some1 ≤ d ≤ n + h− 1.

Claim 1. If S ⇒m x0A1x1A2x2 . . . xn−1Anxn in G, then 〈σ〉# d ⇒r 〈A1A2 . . . An〉x0#x1 . . . xn

[q1q2 . . . qr] in H, for m ≥ 1. If g(qr) 6= ∅, then exist a ruleqr+1 : Aj → y0B1y1 . . . yh−1Bnyn,
n + h− 1 ≤ k, qr+1 ∈ g(qr) andAj = [qr+1].

Basis: Let m = 0. For S ⇒0 S in G there exists〈σ〉# d⇒1 〈[p]〉# in H, wherep : S → α ∈ P and
〈σ〉1# d⇒ 〈[p]〉# ∈ R.

Induction Hypothesis: Suppose that Claim 1 holds for all derivations of lengthm or less for somem ≥ 0.

Induction Step: ConsiderS ⇒m y [p1p2 . . . pm], wherey = x0A1x1 . . . xn−1Anxn andpm+1 ∈ P so



thaty ⇒ x [pm+1]. If m = 0, thenpm+1 ∈ {p | lhs(p) = S, p ∈ P} otherwisepm+1 ∈ g(pm). For
pm+1 : Aj → y0B1y1 . . . yh−1Bhyh is x in the form:
x = x0A1x1 . . . Aj−1xj−1y0B1y1 . . . yh−1 BhyhxjAj+1 . . . xn−1Anxn, for x0, . . . , xn ∈ T ∗ and
y0, . . . , yh ∈ T ∗. Based on the induction hypothesis, there exists
〈σ〉# d⇒∗ 〈A1A2 . . . Aj−1[pm+1]Aj+1 . . . An〉x0#x . . . #xn [q1q2 . . . qr] d⇒
〈A1A2 . . . Aj−1B1 . . . BhAj+1 . . . An〉x0# . . .#xj−1y0# . . .#yhxj# . . .#xn [qr+1], qi ∈ R, r ≥ 1,
1 ≤ i ≤ r+1. If g(pm+1) 6= ∅, then exists a rulepm+2 ∈ g(pm+1) and a sequenceD1D2 . . . Dn+h−1 so
thatA1A2 . . . Aj−1B1 . . . BhAj+1 . . . Ah = D1D2 . . . Dn+h−1 so that for somed ∈ {1, 2, . . . , n+h−1}
is Dd = [qr+2 : Ad → γ].

Claim 2.If S ⇒z x in G, then〈σ〉# d⇒∗ 〈〉x in H for somez ≥ 0, x ∈ T ∗.
Consider Claim 1 forn = 0. At this point, ifS ⇒z x0, then〈σ〉# d⇒∗ 〈〉x0 and sox0 = x. ut

Lemma 2.Lk(SPS, d⇒) ⊆ Lk(P,CF )
For every string-partitioning system of indexk, H, exists equivalent programmed grammar of indexk,
G, such thatLk(G) = Lk(H, d⇒).

Důkaz Lemma 2 ḿa op̌et dv̌e části. Konstruǩcńı část d̊ukazu nyńı popisuje algoritmus konstrukce
programovańe gramatiky s indexemk na źaklaďe existuj́ıćıho řeťezce rozďeluj́ıćıho syst́emu se stejńym
indexem. Oṕırá se p̌ritom o specíalně nazvańe netermińaly gramatiky – jejich ńazev tvǒrı́ vždy trojici a
umǒzňuje takto v sob̌e ńest informace o aktúalńım ”stavu”, pǒrad́ı sama sebe ve větńe formě, a celkov́y
počet netermińalnů ve v̌etńe formě tak, aby byly k dispozici p̌ri zpracov́aváńı libovolného netermińalu.
Pro takto formovańe netermińaly p̌redepisuje pravidla, která p̌ri přepisu v gramatice navı́c zajǐstuj́ı aktu-
alizaci ”uložeńych” informaćı.

Indukčńı část d̊ukazu pak potvrzuje správnost konstrukcěreťezce rozďeluj́ıćıho syst́emu. Dokazuje,
že pro kǎzdou derivaci vřeťezce rozďeluj́ıćım syst́emu s indexemk existuje odpov́ıdaj́ıćı derivace v
programovańe gramatice s indexemk s ohledem na p̌rı́slušńy postup poǔzitý při jejı́ konstrukci na
záklaďe dańe syst́emu. Prvńı tvrzeńı opět vyslovuje obecnou v̌etu o existenci dańe derivace, ńasleduje
jeho d̊ukaz, druh́e tvrzeńı je specializaćı prvńıho tvrzeńı a v d̊usledku uvedeńeho d̊ukazu prvńıho tvrzeńı
je rovňež platńe. Důkaz indukćı vycháźı z existence derivace délky 0. Ta samožremě existuje v obou
syst́emech. Ńasledňe p̌redpokĺad́a, že v řeťezce rozďeluj́ıćım syst́emu existuje derivace〈σ〉# d ⇒c

〈ϑ〉y0#y1 . . . yh−1#yh [r1r2 . . . rc] v H, a na v́yslednou formu〈ϑ〉y0#y1 . . . yh−1#yh r1r2 . . . rc] je
možné aplikovat pravidlorc+1. Tuto skutěcnost se pro analogické větńe formy v gramatice snaž́ı simulo-
vat s poǔzitı́m p̌rı́slušńych konstrukćı definovańych v konstruǩcńı části d̊ukazu.

Proof.Let k ≥ 1 be a positive integer. LetH = (Q,T ∪ {#}, s, R) is string-partitioning system of
indexk, whereΣ = T ∪ {#}. We construct the programmed grammar of indexk, G = (V, T, P, S),
and the sets of nonterminalsN = V − T and rulesP are constructed as follows:

1. P = ∅,
2. S = 〈s, 1, 1〉,
3. N = {〈p, i, h〉 | p ∈ Q, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ h ≤ k} ∪ {〈q′, i, h〉 | q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ h ≤ k}
∪ {〈q′′, i, h〉 | q ∈ Q, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ h ≤ k},

4. For every ruler : p i# → qy ∈ R, y = y0#y1#y2 . . . ym−1#ym, y0, y1, y2 . . . ym ∈ T ∗,
if m = 0, thenhmax = k elsehmax = k −m + 1, add following set toP :

(i) {〈p, j, h〉 → 〈q′, j, h + m− 1〉,
{r′ | if j + 1 = i thenr′ : 〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m− 1〉 elser′ : 〈p, j + 1,

h〉 → 〈q′, j + 1, h + m− 1〉 }



| 1 ≤ j < i, i ≤ h ≤ hmax}
∪

(ii) {〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m− 1〉,
{r′ | if i = h, thenr′ : 〈q′′, i, h + m− 1〉 → y0〈q′, i, h + m− 1〉y1〈q′, i + 1, h +

m− 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i + m− 1, h + m− 1〉ym elser′ : 〈p, i + 1, h〉 →
〈q′, i + 1 + m− 1, h + m− 1〉}

| i ≤ h ≤ hmax}
∪

(iii) {〈p, j, h〉 → 〈q′, j + m− 1, h + m− 1〉,
{r′ | if j = h, thenr′ : 〈q′′, i, h + m− 1〉 → y0〈q′, i, h + m− 1〉y1〈q′, i + 1,

h + m − 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i + m − 1, h + m − 1〉ym elser′ : 〈p, j + 1, h〉 →
〈q′, j + 1 + m− 1, h + m− 1〉}

| i < j ≤ h, i ≤ h ≤ hmax}
∪

(iv) {〈q′′, i, h + m− 1〉 → y0〈q′, i, h + m− 1〉y1〈q′, i + 1, h + m− 1〉y2 . . . ym−1〈q′, i +
m− 1, h + m− 1〉ym,

{r′ | r′ : 〈q′, 1, h + m− 1〉 → 〈q, 1, h + m− 1〉}
| i ≤ h ≤ hmax}

∪
(v) {〈q′, j, h + m− 1〉 → 〈q, j, h + m− 1〉,

{r′ | if j < h + m− 1, thenr′ : 〈q′, j + 1, h + m− 1〉 → 〈q, j + 1, h + m− 1〉
elser′ : 〈p̃, 1, h + m− 1〉 → 〈q̃′, 1, h + m− 1 + m̃− 1〉, wherep̃ ĩ# →
q̃ỹ0#ỹ1 . . . ỹm̃−1#ỹm̃ ∈ R, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹm̃ ∈ T ∗, if ĩ = 1, thenq̃′ := q̃′′}

| 1 ≤ j ≤ h + m− 1, i ≤ h ≤ hmax}.

Claim 3. If 〈σ〉# d⇒c 〈ϑ〉y0#y1 . . . yn−1#yn in H, thenS ⇒∗ y0A1y1 . . . yn−1Anyn in G for some
c ≥ 0.

Basis: Let c = 0. For〈σ〉# d⇒0 〈σ〉# in H there existsS ⇒0 S in G.

Induction Hypothesis: Suppose Claim 3 holds for all derivations of lengthc or less for somec ≥ 0.

Induction Step: Consider〈σ〉# d⇒c 〈ϑ〉y0#y1 . . . yh−1#yh [r1r2 . . . rc] in H, rt ∈ R, 1 ≤ t ≤ c

and rc+1 ∈ R : 〈ϑ〉i# → 〈ω〉x0#x1 . . . xm−1#xm, x0, . . . , xm ∈ T ∗ so that〈ϑ〉y0# . . .#yh d⇒
〈ω〉y0#y1# . . .#yi−1x0#x1# . . .#xmyi#yi+1# . . .#yh [rc+1]. Based on Claim 3 there exists also a
derivationD1∗ : y0A1 . . . Ahyh ⇒∗ y0A1y1 . . . yi−1x0B1x1 . . . BmxmyiAi+1 . . . Ahyh in G. It is shown
such a derivation exists based on the construction part of the proof.
Let us have a formy0A1y1 . . . Ahyh. Rename nonterminalsAt to 〈ϑ, t, t〉 for 1 ≤ t ≤ h and get a base
form y0〈ϑ, 1, h〉y1 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh which starts the simulation of theD1∗ derivation. This simulation
must come out of continuous application of construction’s 4. item.

(4i) ∀j : 1 ≤ j < i apply〈p, j, h〉 → 〈q′, j, h + m− 1〉:
F1 = y0〈ϑ, 1, h〉y1 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh ⇒ y0〈ω′, 1, h + m− 1〉y1〈ϑ, 2, h〉y2 . . . yh−1

〈ϑ, h, h〉yh ⇒i−2 y0〈ω′, 1, h + m− 1〉y1 . . . yi−2〈ω′, i− 1, h + m− 1〉yi−1〈ϑ, i, h〉
yi . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh = F2

(4ii) apply 〈p, i, h〉 → 〈q′′, i, h + m− 1〉:
F2 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m− 1〉y1 . . . yi−2〈ω, i, h + m− 1〉yi−1yi . . . yh−1〈ϑ, h, h〉 = F3.
If i = h, thenF4 := F3 and continue with [4iv] otherwise with [4iii].

(4iii) ∀j : i < j ≤ h apply〈p, j, h〉 → 〈q′, j + m− 1, h + m− 1〉:
F3 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m− 1〉y1 . . . yi−2〈ω′, i− 1, h + m− 1〉yi−1〈ω′′, i, h + m− 1〉yi



〈ω′, i + m,h + m− 1〉yi+1〈ϑ, i + 2, h〉yi+2 . . . yh−1〈ϑ, h, h〉yh ⇒h−i−1 y0〈ω′, 1, h + m− 1〉
y1 . . . yi−1〈ω′′, i, h + m− 1〉yi+1 . . . yh−1〈ω′, h + m− 1, h + m− 1〉yh = F4

(4iv) apply〈q′′, i, h + m− 1〉 → y0〈q′, i, h + m− 1〉y1 . . . ym−1〈q′, i + m− 1, h + m− 1〉ym:
F4 ⇒ y0〈ω′, 1, h + m− 1〉y1 . . . yi−1x0 . . . 〈ω′, i, h + m− 1〉x1 . . . xm−1〈ω′, i + m− 1, h + m−
1〉xmyi . . . yh−1〈ω′, h + m− 1, h + m− 1〉yh = F5

(4v) ∀j : 1 ≤ j ≤ h + m− 1 apply〈q′, j,m + m− 1〉 → 〈q, j, h + m− 1〉:
F5 ⇒h+m−1 y0〈ω, 1, h+m− 1〉y1 . . . yi−1x0〈ω, i, h+m− 1〉x1 . . . xm−1〈ω, i+m− 1, h+m−
1〉xmyi . . . yh−1〈ω, h + m− 1, h + m− 1〉yh = F6 (Final form)

Rename all nonterminals of the form〈ω, t, h+m−1〉 in F6 to At, where1 ≤ t < i, 〈ω, t, h+m−1〉
to Bt−i+1, wherei ≤ t ≤ i + m, 〈ω, t, h + m− 1〉 to At−m+1, wherei + m < t ≤ h + m− 1. We have
obtainedrhs(D1∗).

Claim 4.If 〈σ〉# d⇒z 〈〉x in H, thenS ⇒∗ x for somez ≥ 0.
This Claim follows from Claim 3 forn = 0. ut

4.2 Nekoněcná hierarchie řetězce rozďelujı́ćıch syst́emů s koněcným indexem

Theorem 1.Infinite hierarchyLk(SPS, d⇒) ⊂ Lk+1(SPS, d⇒) holds for everyk ≥ 1.
Proof. Lk(P,CF ) = Lk(SPS, d⇒) follows from Lemma 1 and 2. Then, Theorem 1 follows from
Lk(P,CF ) = Lk(SPS, d⇒) and theoremLk(P,CF ) ⊂ Lk+1(P,CF ), for everyk ≥ 1 which is an
analogy to Theorem 3.1.7:Lk(M,CF ) ⊂ Lk+1(M,CF ) in [1], page 161.

5 Syntaktická analýza

5.1 Řı́zeńe gramatiky

Programovańe gramatiky a obecňe - řı́zeńe gramatiky v̊ubec - vykazuj́ı podobńe rysy nedeterminismu v
průběhu derivace jako gramatiky bezkontextové. Jednak m̊uže b́yt poǔzito v́ıce pravidel v dańem kroku
a nav́ıc se lev́a strana vybrańeho pravidla m̊uže ve v̌etńe formě vyskytovat v́ıcekŕat. V bezkontextov́ych
gramatiḱach je rozhodov́ańı mezi pravidly v kǎzdém kroku, poǔzita mohou b́yt totiž všechna pravidla,
jejichž levá strana se vyskytuje ve větńe formě. Řı́zeńe gramatiky se snaž́ı minimalizovat toto mnǒzstv́ı
pravidel a t́ım i nutnostčast́eho v́yběru.

P̌ri praktickém poǔzitı́ přepisovaćıch syst́emů v syntakticḱe anaĺyze je v́yhodńe omezit mǒznosti
přepisov́ańı na nejlev̌ejš́ı, resp. neprav̌ejš́ı derivace. Vede to ke zjednodušeńı a zefektivňeńı algoritmů.
Někteŕe typyřı́zeńych gramatik disponujı́ možnost́ı tzv. nejlev̌ejš́ıho omezeńı. Tento pojem byl zaveden
pro maticov́e gramatiky. Nejlev̌ejš́ı derivace v̌zdy vyb́ırá pro p̌repśańı nejlev̌ejš́ı netermińalńı symbol, na
kterou jde matici poǔźıt.

St́avaj́ıćı přı́klady pro popis programovacı́ch jazyk̊u pomoćı programovańych gramatik vych́azej́ı
obvykle z poǔzitı́ obou, poleúsp̌echu i pole néusp̌echu. V tomto p̌rı́paďe ov̌sem śıla programovańych
gramatik stoupne ǎz na śılu rekurzivňe spǒcetńych jazyk̊u. Na druhou stranu, pokud by v rámci ťechto
přı́kladů postǎcoval koněcný index dańe gramatiky, mohli bychom pro ně sestrojit i odpov́ıdaj́ıćı řeťezce
rozďeluj́ıćı syst́emy, je v̌sak ot́azka, zda-li toto sńıžeńı generativńı śıly bude dostǎcuj́ıćı pro v̌sechny
poǔzité jazykov́e konstrukce.



5.2 Řetězce rozďelujı́ćı syst́emy

Řeťezce rozďeluj́ıćı syst́emy vykazuj́ı jeden specificḱy rys, kteŕy je významňe odlǐsuje od klasicḱych
gramatik. V klasicḱych - nap̌r. bezkontextov́ych gramatiḱach - figuruj́ı netermińalńı symboly ve dvoj́ım
významu. Za prv́e uřcuj́ı pozici ve v̌etńe formě pro mǒzný přepis v ńasleduj́ıćı derivaci, źarověn však
vyčleňuj́ı mnǒzinu pravidel (ze v̌sech dostupńych pravidel), kteŕa mohou b́yt aplikována. Tyto dva
významy slǔcuje do jednoho konkrétńıho netermińalńıho symbolu. Mechanismus výběru ḿısta p̌repiso-
váńı je v řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emech odlǐsńy. Je zde ekvivalent neterminálu (znǎcka) ve v́yznamu
určeńı pozice pozďejš́ıho p̌repisu, av̌sak druhou informaci - tj. vy̌cleňeńı mnǒziny aplikovatelńych pravi-
del ǔz zast́avá kombinace informacı́: pozice i-t́e znǎcky (z pohledu i-t́e znǎcky, kteŕa si svou pozici ov̌sem
sama nepamatuje) a specifikace i-té znǎcky na lev́e straňe p̌rı́slušńych pravidel.

Na syntaktickou analýzu má samožrejmě tato skutěcnost obrovsḱy vliv. Bud’ navrhneměreťezce
rozďeluj́ıćı syst́em pro syntaktickou analýzu tak, aby zpracov́aval p̌rı́slušńe věty jazyka v̌zdy p̌rı́sňe zleva
doprava, nebo nalezneme mechanismus, který nám v ŕamci existuj́ıćıch mǒznost́ı řeťezce rozďeluj́ıćıch
syst́emů doḱaže ḱodovat vlastnostǐrı́zeńych syst́emů s koněcným indexem.

Druhý přı́pad vńımejme sṕıše jako teoreticḱy pokus, i kdyby se ńam podobńy mechanismus podařilo
naj́ıt, bude v praxi nepoǔzitelný a bude nemyslitelńe vystav̌et na ňem prakticky syntaktickou analýzu.
Ke kǎzdé znǎcce ve v̌etńe formě (resp.v pravidlech) bychom museli připojit informaci o na ni apliko-
vatelńych pravidlech.

Syntaktickou analýzu je mǒzné zalǒzit už na bezkontextov́ych jazyćıch. Vzhledem k tomu,̌ze bezkon-
textov́e jazyky jsou neporovnatelné s jazyky generovanými řeťezce rozďeluj́ıćımi syst́emy s koněcným
indexem, muśıme nejďrı́ve ov̌ěrit, zda-li jsme jimi schopni popsat všechny pǒzadovańe konstrukce vysky-
tujı́ćı se v popisovańem jazyce, a poté sestrojit odpov́ıdaj́ıćı řeťezce rozďeluj́ıćı syst́em. Je ot́azkou, jestli
tento p̌rı́stup bude ḿıt oproti poǔzitı́ bezkontextov́ych jazyk̊u nějaḱe výhody: generativńı śıla, snadňejš́ı
návrh..

6 Závěr

Tato pŕace vych́aźı z již existuj́ıćıch materíalů o řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emech, zahrnuje však i části
připravovańehočlánku o zǎrazeńı řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emů s koněcným indexem do kontextǔrı́ze-
ných gramatik s koněcným indexem. Ćılem t́eto pŕace bylo jednak podat forḿalńı zápis d̊ukazu ekviva-
lence programovańych gramatik ǎreťezce rozďeluj́ıćıch syst́emů se stejńym indexem, ale taḱe zp̌rı́stupnit
hlavńı myšlenky d̊ukaz̊u v rámci p̌riložeńych koment́ǎrů. Bylo doḱaźano, že jazyky popsańe řeťezce
rozďeluj́ıćımi syst́emy s indexemk pro v̌sechnak ≥ 1 tvořı́ nekoněcnou hierarchii jazyk̊u.

V závěru je diskutov́ano poǔzitı́ řeťezce rozďeluj́ıćıch syst́emů na poli syntakticḱe anaĺyzy a vyj́aďrena
poťreba podrobňejš́ıho zkouḿańı jejich popisńych mǒznost́ı zhlediska vyj́aďreńı jednotlivých typ̊u jazyko-
vých konstrukćı v programovaćıch jazyćıch.
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