Tyden 12
Diskrétni kombinatorické ulohy

Diskrétni kombinatorické ulohy

Ize Fesit prohledavanim stavového prostoru
reprezentovaného grafem (strom, acyklicky graf).

Prohledavani = rozvinuti stavového prostoru do tzv.
prohledavaciho stromu s (vétsim) poctem stavu:

- poc¢atecni stav,

- pfipustné mezistavy (¢astecna feSeni) a nepfipustné mezistavy
- pfipustné koncové stavy (feSeni) a nepfipustné koncové stavy.

Prohledavani definuje pofadi stava.
Prohledavani nejdfive do hloubky (DFS
Prohledavani nejdfive do Sitky (BFS)

Pfiklady uloh

¢ ulohy z teorie grafi

« navrh obvodi VLSI (¢lenéni, rozmistovani, propojovani)

« generovani testii VLSI

« robotika, planovani trajektorie

« celociselné a 0/1 linearni programovani

« dopravni problémy (problém obchodniho cestujiciho TSP)

« hadanky a hlavolamy (8 a vice dam, 9 kament...)

« sitova analyza

« ¢asové rozvrhovani ( v ekonomice, OS, multiprocesorech) —,, scheduling

Vesmés NP-UplIné ulohy, neni lehké nalézt dostate¢né efektivni
metody feseni.

Typy uloh

1. VS8echna feSeni maji stejnou cenu, dosazitelna
stejnym poctem krokl. Hledame prvni feseni.

2. Reseni (mnozina S) maji rtiznou cenu, hledame
feSeni s minimalni cenou (cenova funkce f).
Hloubka prohledavani je omezena a znama.
(Diskrétni optimalizacni problémy, DOP)

3. Hloubka prohledavani neni znama ani omezena.
Hledame FesSeni v minimalni hloubce prohledavaciho
stromu.

Typ 1: problém 8 kraloven

S pokracujicim prohledavanim stromu je na Sachovnici pfidavano vic kraloven

kazdy krok = sestup
o jednu troven

Typ 2: Problém 0/1-linearniho programovani

Vstup: int 4 [m][n], sloupcové vektory int b [m], ¢ [n];
Problém: Najit sloupcovy binarni vektor int x [n] takovy, Ze

Ax> b a ch:min
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A= , b= ,od=[-1 21 -2]
-2 2 0 -1 -1
4 -1 3 -2 0

Napf. x=[0 0 1 1]"vyhovuje, je to optimum?
Zde
S={xeB"; Ax>b} f(x)=c"x




Typ 3: Permutaéni hlavolam

Vstup: Miizka a x b, a > b >3, s po¢atecni konfiguraci ab - 1 kament
ocislovanych 1, 2,..., ab - 1. Jedno policko je prazdné.

Problém: Ur¢it nejkratsi sekvenci tahi, které povedou od pocatecni
konfigurace k uspofadani vSech kament po fadcich 1, ..., ab - 1.

§'=mnozina viech sekvenci tahi, které vedou od pocate¢ni ke konecné
konfiguraci
f(x) = pocet potiebnych taht v sekvenci.
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Prohledavani grafli do hloubky a navraty zpét

Vycerpavajici prohledavani do hloubky: jsou vyhodnocovana
v8echna pfipustna feSeni a je vybrano feseni s minimalni cenou.
Vypoc&etné nednosné s vyjimkou nejmensich problému.

Metoda vétvi a mezi (Branch and Bound search, B&B) :

Casteéné feseni odmitni a vrat se (backtracking)

- pokud neni pfipustné (nemuze vést k pfipustnému feseni)

- nebo pokud je pfipustné, ale nemuze vést k feSeni_s cenou nizsi
nez je dosud nejlep$i znama cena (zjistime pfesné nebo odhadem).

— UsSetfi se prochazeni mnoha podstromy.

Je-li koncovy stav nepfipustny, vrat' se; je-li pfipustny (feSeni):

- je-li tfeba, aktualizuj sou¢asnou nejlepsi cenu (rozhlas ostatnim)
- ukon¢i prohledavani, pokud je dosazeno znamé dolni meze ceny
- pokracuj v prohledavani, kdyz dolni mez ceny neni znama.

Priklad: problém 8 kraloven - pokrag.

« navrat: kdyz na fadku i+1 neexistuje zadna mozna pozice pro
kralovnu, vezmi kralovnu ze sou¢asné pozice na fadku i a zkus jinou
dosud neprozkoumanou pozici na fadku i

« uéinngjsi prodlouzeni ¢asteénych feseni: umisti kralovnu do toho fadku,
na kterém je nejmensi pocet moznych pozic. V piipadé vice fadkt vezmi
jeden nahodné. — pocet navrati se dramaticky snizi ( pro problém s 29
kralovnami z 1,532 210 na 313), mnohem kratsi feSeni.

« paralelizace:
- kazdému procesoru je dana jedna z 8 pozic na prvnim fadku pro dalsi
prizkum (staticka alokace)
- generovana prace je dynamicky prerozdélovana mezi procesory
(vyvazovani zatéze, load balancing)

Priklad: 0/1-linearni programovani - pokrac.

0 -1 1 -1-320

Casteéné feseni A neni tieba rozvijet, protoze cena
c™x=[-121-2][0 1* *]T mlze byt nejméné 0

Pro¢ paralelni DFS? Jaka je rezie?

« Heuristické prohledavaci algoritmy mohou najit suboptimalni feseni pro
specifické (NP-upIné) problémy v polynomialnim ¢ase.

« Nékolik feseni se konstruuje nebo zlepsuje soucasné. Tim lze nékdy
dosahnout superlinearni zrychleni nebo i vyssi kvalitu suboptimalniho
feSeni (prozkoumanim nékolika podprostorti)

« Mnoho DOPs vyzaduje feSeni v redlném case — paralelni zpracovani
muze byt jedina cesta jak ziskat vykonnost pro RT

1. Rezie spojena s komunikaci

2. Rezie rozdéleni prace

3. Soupefeni o sdilené datové struktury
4. Prostoje kvUli nestejné zatézi

5. rezie s detekci globalniho ukonéeni

Anomalie paralelniho DFS

Paralelni prohledavani muze vykazovat anomalni chovani:
- na 2 procesorech mize trvat stejné dlouho jako na 4 procesorech
- na 2 procesorech miize trvat méné nez 50% casu sekvenéniho DFS
- obecné, pridani procesoru miize zrychlit prohledavani vice nez tmérné
- pfidani procesoru muze také zpomalit paralelni DFS

— je tieba zatéz vyvazovat dynamicky. (LB, load balancing)




Organizace dat na zasobniku u DFS

Dno zasobniku

] 1c[1d] [T [T 1cT1d]
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3a | 3b 3a | 3b
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Pro eliminaci kratkych cyklt se
uchovavaji rodi¢ovské stavy
nebo i jiz prohledané stavy
jednu nebo nékolik urovni zpét

Dynamické vyvazovani zatéze (MP)

* Na pocatku, CPU P, pfidéluje kazdému CPU disjunktni ¢ast stromu

« Kazdy P, je-li aktivni, provadi DFS ve své ¢asti pouzitim svého zasobniku

* Kdyz se P; zastavi (mé zasobnik prazdny), zada neprozkoumané alternativy
ze zésobniku jinych CPU. P, = darce, P, = pifjemce.

obsluhuj éekajici zpravy

Stavovy diagram

procesoru
mistni vykonej uréité mnozstvi prace prace
zasobnik prisla
prazdn aktivni
/ | e
vyber dirce a obsluhuj &ekajici zpravy
pozadei ho o praci

pozadavek

Dynamické vyvazovani zatéze

Simulované zihani (Simulated annealing, SA)

» Kazdy procesor uchovava data v zasobniku

« Algoritmus hledani darce
- cyklické zadosti, kazdy procesor udrzuje lokalni ¢ita¢ mod P,
index potencialniho darce; kazda zadost ¢ita¢ inkrementuje
- globalni cyklické zadosti (sdileny ¢&ita¢, udrzuje jej 1 proces)
- nahodné vyzvy

« Je-li ve fronté k zadosti o praci a zadany ma (a bude mit)
nadprahové mnozstvi prace, rozdéli zasobnik postupnym
pllenim na k+1 &asti, ¢ast si nechd, dalsi odesle.

Algoritmus pro déleni zasobniku:
- puleni u dna (velké podstromy)
- ptileni vSech neprohledanych stavl

« Algoritmus pro ukonéeni paralelniho DFS.
Netrivialni, zejména pfi dynamickém vyrovnavani zatéze. 15

« = iterativni zlepSovaci heuristika uzivajici posloupnost malych perturbaci
(vychyleni)

« schopnost stoupat do kopce (hill-climbing) zvySujici cenu umoziuje
opustit horsi lokalné optimélni feSeni

« vychyleni, které zlep3uje feseni je vzdy akceptovano

« vychyleni, které zhorsi stavajici feSeni o AE je akceptovano s
pravdépodobnosti 22/ | kde T je fidici parametr analogicky teploté
pfi zihani fyzikalnich systémi

» T je snizovana po skocich: 7, =aTl,, 0.9<a<0.99

« na kazdé teploté je proveden pfedem definovany pocet vychyleni
Na pocatku je T vysoka a vétSina vychyleni smérem do kopce je

akceptovana. Jak postupuje zihani, T je snizovana a vychylovani
do kopce bude akceptovano se stale mensi pravdépodobnosti.

Sekvencéni algoritmus simulovaného zihani

SEQ
SEQ {current_solution := initial_solution;
current_cost := evaluate(current_solution); T:= initial _temp}
WHILE (T > Tgy)
SEQ
SEQ i:=1 FOR iteration (T)
SEQ
new_solution := move (current_solution)
new_cost := evaluate (new_solution)
AE :=new_cost - current_cost
if
(AE <0 OR exp(- AE /T) > random ( ))
SEQ
current_solution :=new_solution
current_cost := new_cost
T = next_temp (T); 17

Paralelni simulované zihani

Pracuje se paralelné na nékolika verzich s rdznymi
generatory nahodnych &isel.

Po urcité dobé se zjisti kdo ma nejlepSi feSeni a s tim
pokracuji vSichni dal.

Nebo se z nékolika nejlepsich feSeni vytvori nova
generace genetickym algoritmem

(paralelni genetické simulované Zihdni).




Genetické algoritmy (GA)

« = stochastickd metoda globalniho prohledavani a optimalizace

« pracuje s populaci potencialnich feseni

« zaloZena na principech pfirodniho vyvoje (pfeziti jedinct nejvice fit)

« jedinci reprezentovani retézci, chromozomy

« abeceda fetézcl = geny (binarni, int, real)

« vhodnost (fitness) i-tého jedince v populaci x je uréovana pouzitim
cenové funkce c(x;)

« fitness je zakladem pro vybér dvojic jedincl ktefi se budou Gcastnit
reprodukce - jsou vybirani z populace s pravdépodobnosti Umérnou
jejich relativni fitness

« fitness se odvodi z cenové funkce: fitness f = a*c(x))+ b

max cost = 30 0=30a+b
min cost = 20 100 =20a +b

— f=300- 10 * ¢(x), relfitness =f (x;) / = f (x;) [%] "

Genetické algoritmy (GA) - pokrag.

Vybér ruletovym kolem:

-

. Generuj nahodné ¢islo v

intervalu <0, X f(x)>
0 A . Najdi je na obvodu, uréi i
> . Vyber chromosom (i )

Vyber chromosom ( j )
Vytvof novy chromosom
rekombinaci iaj

ENFSEININ

Q>

f£(x:)
Rekombinace: dva potomci vzniknou
- jednim prekfizenim
- vicebodovym prekfizenim
Mutace - aplikovana nahodné s nizkou pravdépodobnosti
(0.001 - 0.01), zména jednoho bitu, vyména 2 hodnot atp. 2

Genetické algoritmy - pokrag.

SEQ -- sekvenéni algoritmus T
=0 1]
initialize P(t) -- random gen.
evaluate P(t)

WHILE (NOT finished)
SEQ 7 7 ] %
t=t+1 L
select P(t) from P(t-1) ——
reproduce pairs in P(t) Vicebodové prekfizeni

Multipoint crossover (m=5)

Genetické algoritmy - pokrac.

Inicializace GA:
pocatecni populace je generovana nahodné
Vlozeni novych jedincu do staré generace:
nemaji-li nova a stara generace stejnou velikost, potfebujeme
strategii nahrazovani (replacement strategy):
- jedinci nejméné fit jsou nahrazovani deterministicky
- nejstarsi jedinci jsou ruseni
- 1 - 2 jedinci nejvic fit jsou vzdy drZeni v nové generaci
(tzv. elitafska strategie (elitist strategy)

Zakonceni GA:
- po daném poctu generaci
- jakmile je Af(x) < e

Paralelni genetické algoritmy

1. Globalni GA - jedna populace
GA farmai: vybér dvojic ruletou a odesilani
GA délnik: rekombinace, mutace, vyhodnoceni ceny
2. Migraéni GA - n€kolik sub-populaci, ¢as od ¢asu nejlepsi jedinci migruji
mezi sub-populacemi:
WHILE NOT finished
SEQ
... Selection
... Reproduction
... Evaluation
PAR
... Send emigrants
... Receive immigrants

3. Difuzni GA, sousedské GA, buikové GA

Difuzni genetické algoritmy (2DT)

Také znamé jako sousedské GA, buiikové GA

-- kazdy uzel (i, j ) na 2D-toru:
WHILE NOT finished
SEQ
... Vyhodnot'
PAR
... Posli sebe sousediim
... Pijmi sousedy
... Vyber partnera
... Reprodukuj

Pouziti: vyvijejici se hardware, http://www.cellmatrix.com




Priklad na GA: navrh zasobnikového filtru

« Aplikace: potlaceni Sumu v to 1D nebo 2D signalech
« zasobnikové filtry jsou adaptivni a nelinearni
« uzivaji tzv. pozitivni bool. funkce pBf (které mohou byt vyjadieny v CNF
bez negovanych proménnych, napf. = x,X, + X,X; + X;X; (majorita)
« filtra¢ni vlastnost pBf (vyhlazovani obrazti) vychazi z jejich monotonicity
x>y — f(x) 2 f{y) [xzy)=Vi(x=1->y;=1)]
« S, pocet pBfofn=9 proménnych:
pro 3 x 3 filter 2D je: 2%6<S <25
« Problém: najit pBf 9 proménnych s nejlepsi filtraéni schopnosti. Celkem
je 512 sou¢ini 9 proménnych = genti v chromozomu

LM r o

Zpracovani 1D-signalu zasobnikovym filtrem

signal  [1TJ2[]3J1J2]3]3[3J2JoJ1]
prah 1 T[T [T [ [1JiJo]1 fL1L)= 1
prih 2 o[t [rJo[i[rr[11]o]o £(1,1,00= 1
prah 3 oJo[r[ofofJr[r[1]oJo]o £0,1,00= 0
aritm.sum 2
wswp [ 222233321 ]
\ .

1

2

3 2

1

2

3

3

3

2

Podrobnosti navrhu zasobnikového filtru

Rozmér obrazu: 256 x 256
Okénko pro vyhodnocovani fitness: nejdulezitéjsi vyiez 50 x 50 pixeli
Podrobnosti implementace GA:
- 100 chromosomi/ populaci
- 100 generaci, rekombinace: jedno- a dvou-bodové prekiizeni
- cenova funkce vraci udaj, jak blizko je restaurovany obraz ptivodnimu
obrazku bez Sumu:
stfedni absolutni chyba MAE =+ z‘lu(i,j)— Il(i,j)‘
image
- 1 vyhodnoceni fitness = 0.3 s na SparcStation 10/41 (=1 hodina/10k pixelt)
- paralelni implementace:
globalni GA + lokalni gradientové hledani po bitech (sekvence mutaci);
nejlepsi chromosom se hleda lokalné kazdych 10 generaci (poprvé 30 gen.)
- COW: doba feseni pro P = 6 byla 15 min, pro P = 1 jedna hodina.
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Problém nejkratSich cest mezi vSemi pary uzll

Obecna formulace (orientovany graf, plné propojeny)

E D
0 1 2 0 1 2
of 8] 1] 1 of a[ 1]
3 1
1 6 16| 0] 2| —> 1[5] 0] 2
S 3| 5|7 2[ 3| 4|6

=D,

Graf G(V,E)

hrana cesta

NejkratSi cesty z jednoho uzlu grafu

Neorientovany graf prohledavani do $iiky, O(n?)

Nejkrat$i cesty z jednoho uzlu grafu
(Dijkstrav sekvenéni algoritmus)

Neorientovany graf Efektivni prohledavani, O(n?)

\@

min(40, 15+20) \ ©

35 »
@/nin(oo, 35+10)
Minimum v fadku: 45

udava uréeny uzel (known). Je-li vzdalenost dosud neuréenych uzlu
od src pres posledni uréeny uzel kratsi, je tfeba ji v dalSim kroku
aktualizovat. 30




Nejkratsi cesty z jednoho uzlu grafu (src)
(paralelné)

NejkratSi cesty v grafu - SV program (SPMD)

Deklarace a inicializace:
int n, # pocet uzli grafu; indexy uzli: 0 (src), 1,2, ..., n-1
P, # pocet procesort, indexy 1, 2, ..., P
lastKnown = 0; # index uzlu, jehoz min. vzdalenost od src
# byla ur¢ena v pfedchozim cyklu
bool known[0:n-1]; # true, kdyz min. vzdalenost uzlu od src byla
urcena, jinak false; inicializovan na [true, false, false, ..., false]
int minx[0:P]; # indexy uzli nejblizsich k src nahlasené
jednotlivymi procesory
int E[0:n-1,0:n-1]; #matice hran, vaha hrany mezi uzly
int D[0:n-1]; # hledany vektor min. vzdalenosti uzlii od src (0),
inicializovan na E[0, *]

process worker [id =1 to P] {
npp = n/P; base = npp*(id-1);
for [i = 1 to n-1] {# pro kazdy uzel kromé src
for [j=base to base+npp-1] { # usvych neuréenych uzli
if (Not known[j]) # aktualizuj min.vzdalenosti:
D[j]= min(D[j],D[lastKnown]+E[lastKnown,j]) ;
bariéra(id) ;
ze svych zbyvajicich neur¢enych uzli najdi stromovou redukci
index lokalniho uzlu nejblizsiho k src a uloz jej do minx[id] ;
bariéra(id) ;
index uzluminx [id] s globaln¢ nejmensi D[id]do minx[0] ;
bariéra(id) ;
if (id = 1) {# jen procesor 1 provede aktualizaci
lastKnown=minx[0] ;
known|[lastKnown]= true;
}
}

Nejvétsi znamé prvocislo

Elektronicky ¢asopis HPCwire, 7.prosince 2001

* Nejnovéjsi prvocislo 1ze zapsat ve tvaru 213,466,917 -1,
obsahuje 4,053,946 ¢islic a jeho ru¢ni zapis by trval kolem 3
tydni. (Na nalezeni prvocisla s vice nez 107 &islic je vypsana
odména USD $100 000).

* bylo objeveno Michaelem Cameronem, 20-letym G¢astnikem
projektu Great Internet Mersenne Prime Search (Gimps).

* 130,000 dobrovolnikt z fad domacich uZzivateld, studentt,
Skol, univerzit a podniki z celého svéta pfispélo do Gimps;
nalezeni nového prvocisla spotiebovalo 13,000 roki
strojového ¢asu béhem dvou let nepfetrzité prace.

» Mersennova prvocisla jsou dilezita pro teorii ¢isel a mohou
napomoci pii vyvoji neporazitelnych kodu a Sifrovani zprav. .




