Bezkontextove jazyky 2/3

]



Transformace bezkontextovych
gramatik

]



Ekvivalentni gramatiky

Definice 6.1 Necht G; a G2 jsou gramatiky libovolného typu Chomskeého klasifikace. G4
a G jsou ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G2).

Véta 6.1 Necht G = (N, 3, P, S) je gramatika, A - aBfS, B€ N,a,8€ (NUX)" je
pravidloz Panecht B — v1 | v2 | ... | 7= jsOu vSechna B-pravidla z P. Pak gramatika
G' = (N,%, P, S) kde

P =P\{A— aBB}U{A — av18,A = ayf,...,A— av.B}

je ekvivalentni s gramatikou G.

Dukaz. Na cviceni. O
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P

fl

riklad 6.1
Gramatiky s pravidly

E—-E4+T|T
T TxF|F
F— (E)]|i

resp.

ESE+T+«F|E+F|T
T—->TxF|F

jsou ekvivalentni.

N
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Nedostupné a zbytecné symboly

Definice 6.2 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a X € N U X symbol. Rikame, Ze
symbol X je nedostupny v G, jestlize v G neexistuje derivace S =" aX 3 pro néjaké
a, B € (N UX)". Symbol X nazyvame zbyteCny v G, jestlize v G neexistuje derivace
tvaru S =" a X =" zxy pro ngjaké o, 8 € (N UX)" a zxy € X~.

Priklad 6.2 UvaZujme gramatiku G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S—SB|a
A—b
B — Ba

Symboly A, B, b jsou zbyteéné. Symboly A, b jsou nedostupné.

Poznamka 6.1 G’ = ({S}, {a},{S — a}, S) je ekvivalentni s G.
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Nonterminaly generujici terminalni retezce

Algoritmus 6.1 VypocCet mnoziny nonterminalt generujicich terminalni retézce
Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).

Vystup: Mnozina N; = {A | A =T w,w € *}.

Metoda: Poéitame mnoziny Ny, N1, N2, ... rekurentné takto:

1. N() = @,’L =1
2. Nii={A|A—ajevPaac (N1 UX)"}
3. Je-liN; #N;_1,i:=1+1avrat se k (2). Je-li N; = N;_1, poloz N; = N, a skonci.
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Dostupnée symboly

Algoritmus 6.2 VypocCet mnoziny dostupnych symboll
Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).

Vystup: Mnozina V ={X | S =" aXB,a,8 € (NUX)"}.
Metoda:

1. Vo:={S},i=1
2. Vi={X|A—-aXpfjevPaAcV,_1} UV,
3. Je-liV;#AV,_1,i:=i+1avrat se k (2). Je-li V; = V;_1, poloz V =V, a skonéi.
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Odstraneni zbytecnych symbolu

Algoritmus 6.3 Odstranéni zbytecnych symboll
Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).
Vystup: Gramatika G' = (N', X', P’, S) bez zbyteCnych symboll, L(G) = L(G’).
Metoda:
1. Aplikaci algoritmu 4.1 na GG vypocéti mnozinu N;.
2. Poloz G = (N, U{S},%, P, S), kde
F:{A%O{KA—)O() c PNAe N: N € (NtUZ)*}

3. Aplikaci algoritmu 4.2 na G vypocti mnozinu V.

4. Vyslednou gramatiku G’ sestroj takto:
@ N =N:NV
b) ¥ =%XnNnV
(c) P={A—a|(A—>a)e PNAEN ANaeV*}

Poznamka: Sjednoceni N; U {S} v bodé 2 feSi pfipad, kdy L(G) = 0 a N; = (), ovéem
gramatika musi mit svuj startovaci symbol.
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Priklad 6.3 Uvazujme gramatiku
G =({S, A, B},{a,b},{S —a,S— A, A — AB,B — b}, 95).

1. No=0, N1 ={S,B}, No = N1 = N, = {S, B}
2. G=({S,B},{a,b},{S — a,B — b},S)

3. o={SH, Vi={S,a},Vo=Vi =V ={5,a}
4. G' = ({S},{a},{S — a},S).

Poznamka 6.2 Poradi kroku 2. a 4. je vyznamné.
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Odstranéni e -pravidel

Definice 6.3 G je gramatikou bez s-pravidel, jestlize neobsahuje zadné =-pravidlo
(pravidlo tvaru A — ¢), nebo, pokud ¢ € L(G), potom obsahuje jediné e-pravidlo S — ¢ a
S se pak nevyskytuje na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla.

Algoritmus 6.4 Transformace na gramatiku bez s-pravidel
Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).
Vystup: Gramatika G’ = (N', X', P’,S’) bez e-pravidel ekvivalentni s G.
Metoda:
1. Vypocitej mnozinu N. = {A | A =71 ¢}
2. Kazdé pravidlo z P, které neni e-pravidlem, uvazuj ve tvaru
A— apBia1Bs ... Brag, kde B; € Ne, a4 € (N\Ng UE)* pro: = 1,...,k
Toto pravidlo nahrad mnozinou pravidel, které vzniknou vSsemi moznymi
substitucemi B; ~ B; a B; ~ e proi=1,...,k (to jest substitucemi, kdy
nonterminaly z N. jsou alternativné ponechavany a vypoustény). PocCet téchto
substituci (novych pravidel) je zfejmé 2*.
3. Vsechna e-pravidla vypust.

Pokud S € N, pak N' = N U {S"}, kde S’ je novy nonterminalni symbol, a pfidej
pravidla S’ — ¢ | S, v opatném pfipadé N' = N, S’ =S
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Priklad 6.4 UvaZujme gramatiku G = ({A, B,C},{a,b,c}, P, A) s pravidly:

A — AbAcBC |e|a
B—ble
C—cle

1. N.={A,B,C}

2. A— AbAcBC
A — bAcBC
A — AbcBC
A— beBC

A — be
A—a
B —b
C —c

3. A > ¢
A — A

A’ je novy startovaci symbol.

fl
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Odstraneni jednoduchych pravidel

Definice 6.4 Pravidlo tvaru A — B, kde A, B € N nazyvame jednoduché pravidlo.

Algoritmus 6.5 Transformace na gramatiku bez jednoduchych pravidel
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S) bez e-pravidel.
Vystup: Gramatika G’ = (N, X, P’, S) bez jednoduchych pravidel ekvivalentni s G.

Metoda:
1. Provsechny A € N vypocCitej mnozinu Ny = {B | A =" B}, poloz P' := 0.
2. Necht B — o, a ¢ N je pravidlo z P. Potom k P’ pfidej nova pravidla A; — « pro
vSechny A;, kde B € Na,.
3. Vysledna mnozina pravidel P’ tvofi vSechna pravidla gramatiky G’ (neobsahuje
jednoducha pravidla).

NA1 NAZ NA3 NAk

Nova pravidla: A1 — « As = «
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Priklad 6.5 Uvazujme gramatiku G = ({E, T, F},{i,+,x*,(,)}, P, E) s pravidly:

E—-E+T|T
T —TxF|F
F — |

1. Nalezneme mnoziny N4 pro vSéechny A € N:
NE:{E7T7 } NT:{T7 } NF:{ }

2. Doplnujeme nova pravidla a vypoustime jednoducha pravidla:
E—-FE+T|TxF| |
T —TxF| |
F — |
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Cyklus

Definice 6.5 Necht G = (N, 3, P, S) je gramatika, A € N. Gramatika G obsahuje
cyklus, jestlize A =1 A.

Veéta 6.2 Jestlize gramatika G = (N, X, P, S) obsahuje cyklus v nonterminalu A, A € N
a jestlize existuje derivace

S=*aAB =T w,we X a pfc(NUD"
pak G je viceznacna.

Dukaz. Existuje-li derivace
S =*aAB =T w
pak vzhledem k existenci cyklu A =7 existuje i derivace
S=*aAf = anfB=aRrfB=...=>aAf =T w

Témto derivacim pfislusi razné derivacni stromy. O
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Zdroje cyklu

Jednoducha pravidla (tvaru A — B), napf.
A=B=C=A

v dusledku pravidel A - B, B - C,C — A
e-pravidla, napf.

A= AB= A

v dusledku pravidla B — ¢
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Viastni gramatika

Definice 6.6 Gramatika bez zbyteénych symbolu, e-pravidel a bez cyklu se nazyva
vlastni gramatikou.

Véta 6.3 Kazda bezkontextova gramatika ma ekvivalentni vlastni gramatiku.

Dukaz. Aplikaci algoritmu 4.3 a 4.4 odstranime zbyteCné symboly a e-pravidla. Jestlize
po této transformaci existuje v G derivace A =* A, tj. cyklus, pak jeho pficinou mohou
byt pouze jednoducha pravidla a ty Ize odstranit aplikaci algoritmu 4.5. O
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Odstraneni levé rekurze

% Zakladem algoritmu je odstranéni pfimé leve rekurze, tj. levé rekurzivnich pravidel,
podle nasleduijici transformace:

Véta 6.4 Necht gramatika G ma levé rekurzivni pravidla v nonterminalu A a necht
A — Ao ’A@Ql |A()émyﬁl ’52’ |Bn

jsou vSechna jeji A-pravidla, pficemz retézce (3; nezacinaji symbolem A. Pak gramatika
G', ve které budou tato pravidla nahrazena pravidly:

A—=B1|Ba]| ... |Bn|BrA" | B2A"| ... | BrA

A= ar|az] ... |artA oA | ... | amA’

kde A’ je novy nontermindl, je ekvivalentni s G.
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Dukaz. Uvedend transformace nahrazuje pravidla rekurzivni zleva pravidly, které jsou
rekurzivni zprava. Oznacime-li jazyky L1 = {51, 582,...,08n} @ Lo = {1, a2, ..., am},
vidime, Zze v GG Ize z nonterminalu A derivovat retézce tvorici jazyk L1 L5. Pravé tyto
fetézce mlizeme vSak derivovat z A také v gramatice G'. Efekt popisované transformace

ilustruje nasledujici obrazek. O
A A
¥\ ¥ N
A ai, B A’
¥ X ¥
A a'z aik A’

CCN ¥ .

‘ al —> ai * ’
A 3 DR k-1 A

Y\ ¥\
A of i, A’
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Priklad 6.6 Uvazujme gramatiku G = ({E, T, F'}, {i,+,x*,(,)}, P, E) s pravidly:

E—-E4+T|T
T—Tx*F|F
F—(FE)|1
E—SE+T|T — E—T|TE'
ar=+T,61=T E'—-+T | +TFE'
T—-TxF|F — T—F|FT
ar =*F, 3 =F T — *xF | = FT'

F—(FE)]|i
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Odstranéni neprimé leve rekurze

% Odstranéni nepfimé levé rekurze spociva v opakovaném aplikovani transformace
podle véty 4.1 a transformacnich vzorcu pro odstranéni primé levé rekurze (véta 4.4).

Priklad 6.7 UvaZujme gramatiku G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) s pravidly:

S — AB
A— BS|b
B— SA|a

Na pravidlo B — S A aplikujeme dvakrat vetu 4.1:

B — ABA
B — BSBA|bBA

Na vSechna B-pravidla

B — BSBA | bBA | a
aplikujme transformaci véty 4.4:
B —bBA|a|bBAB' | aB’

B' — SBA| SBAB’
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Normalni formy
bezkontextovych gramatik

]



Chomského normalni forma (CNF)

Definice 6.7 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je v Chomského normalni
forme, ma-li kazdé pravidlo z P jeden z téchto tvaru:

1. A— BC,kde A,B,C € N
2. A—a,kdeacX

3. je-lie e L(G), pak S — ¢ je jediné e-pravidlo a S se nevyskytuje na prave strane
zadného prepisovaciho pravidla.

Problém: Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika v CNF a necht w € L(G) a
S =¢ w. Jaka je délka fetézce w?

Reseni: Oznaéme |w| = n. Zfejmé plati

p=n+n—-1)=2n-1
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Véta 6.5 Necht G je bezkontextova gramatika. Pak existuje gramatika G' v Chomského
normalni formé takova, ze L(G') = L(G).

Dukaz. (Hlavni mySlenka) Gramatiku G prevedeme na ekvivalentni vlastni gramatiku bez
jednoduchych pravidel.

fl

1.
2.

Pravidla tvaru (1), (2) a (3) ponechame.

Pravidlatvaru A — X1 X, ... X, kde X; e (NUX)proi=1,...,n,n > 2,
transformujeme na A — X{(X>X3...X,), kde (X2X5...X,) je novy nontermindl
a X1 je novy nonterminal pokud X; € X, nebo X; = X; v opacném pfipadé.

Pravidla tvaru A — X X, transformujeme na pravidla A — X{ X5, kde X je novy
nonterminal pokud X; € 3, nebo X = X, v opatném pfipadé pro: € {1,2}

Pro nové nontermindly tvaru (X; X5 ... X,), n > 2, zavedeme pravidla
(X1X2...Xpn) = X1(X2... X)) pron > 2a (X1 X2) = X1 X5 pron = 2, kde
(X2 ...X,) je novy nonterminal a X je novy nonterminal pokud X; € X, nebo
X, = X; v opatném pfipadé pro i € {1,2}.

Pro nové nontermindly tvaru X;, kde X; € X pfidame pravidla tvaru X, — X;.
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Priklad 6.8 UvaZujme gramatiku G = ({A, B},{a,b,c}, P, A) s pravidly:

A — BAB | Ba | bc
B — AB|a|BBB

Po aplikaci transformaci (1.)-(4.) ziskame CNF ve tvaru:

A — B{(AB)|Bad’'|b'c
B - AB|a | B(BB)
(AB) — AB

(BB) — BB

a —a

b — b

¢ —c
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Greibachové normalni forma (GNF)

Definice 6.8 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je v Greibachové normalni
forme, je-li G gramatikou bez e-pravidel a kazdé pravidlo z P (vyjma pripadného pravidla
S — ) ma tvar:

A—aa,kdea e X, ae N”

Lemma 6.1 Necht G = (IV, %, P, S) je bezkontextova gramatika bez levé rekurze. Pak
na N existuje linearni usporadani < takove, ze
je-i A — Ba pravidlo z P, pak A < B.

Dukaz. Definujme relaci R na N:

R={(A,B)|A=" Ba,A,B€ N,ae (NUX)"}

Lze ukazat, Ze R je Castec¢né usporadani. Kazdé ¢astecné usporadani Ize rozsirit na
linearni usporadani. O
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Véta 6.6 Ke kazdé bezkontextové gramatice existuje Greibachové normalni forma této
gramatiky.

Dukaz. (Hlavni mySlenka) Nalezeni GNF gramatiky G predpoklada:
1. Odstranéni levé rekurze a e-pravidel.
2. Nalezeni linearniho usporadani < na mnoziné nonterminald.

3. Aplikace substituci v pofadi opacném k danému usporadani < tak, aby vSechna
pravidla bylatvaru A — a8, A € N,a € 3,8 € (N UX)".

4. Prevod vSech pravidel A — a8, A € N, € (N UX)* na pravidla tvaru A — aa,
Ae N,ae X, ae N”.
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Priklad 6.9 Uvazujme gramatiku, jez vznikne odstranénim levé rekurze z typické
gramatiky pro aritmeticky vyraz G = ({E, T, F'},{i,+,*,(,)}, P, E) s pravidly:

E—T|TFE
E'—-+T| +TFE'

T — *xF | « FT'

Nalezneme linearni usporéadani: ' < E <T' < T < F

E—=(E)Y|i|(E)T |iT"|(E)E |« |(E)TE |iT"E
E'—-+T | +TFE'

T — *xF | = FT'
F—i|(E)

Pfidano pravidlo )" —).
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