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Pumping teorem pro BJ

Véta 6.1 Necht' L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje konstanta k > 0 takova, zZe je-li
z € Lalz| >k, pak lze z napsat ve tvaru:

z = wvwxy,vr # €, lvwx| < k

a pro véechna i > 0 je uv'wz'y € L.
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Duokaz. Necht L = L(G) anecht G = (N, X, P, S) je gramatika v CNF.

1. Nejprve dokazeme implikaci:
Jestlize A =1 w pro néjaké A €¢ N, w € ¥*, pak |w| < 2™ 2, kde m je poCet
vrcholl nejdelSi cesty v odpovidajicim derivaénim stromu.

Tato implikace plati, protoZe |w| je rovno poctu primych predchudcu listu
prisludného derivacniho stromu, ktery je maximalné roven poctu listl pIného
binarniho stromu, jehoz v8echny vétve obsahuji m — 1 uzll, coz je pravé 2™ 2.

Skutecne:
PIny binarni strom s vétvemi o n uzlech, ma 2" ' listd, coz se snadno ukaze
indukci:
PIny binarni strom s (jedinou) vétvio n = 1 uzlu, ma 1 = 2° = 2™~ lista.
Plny binarni strom s vétvemi délky n = n’ + 1 uzl(, n" > 1, ma
gn' =1 g gn'=l — g gn'—1 — glin'=1 _ gn" _ gn—1 |igy,
Postaci tedy volit n = m — 1, priCemz pripad neplnych binarnich stromi neni
tfeba uvazovat, nebot’ se zajimame o stromy s maximalnim pocétem lista pfi
dané maximalni délce vétvi.

Dukaz pokracuje dale.
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2. Polozme k& = 2V > 0 a uvazujme libovol-
nou vetu z takovou, ze |z| > k.

Oznacime-li m pocet vrcholl nejdelSi cesty
v odpovidajicim derivaénim stromu, pak
2Nl < 9m=2 3 takova cesta pak obsahuje
alespon |N| + 2 vrcholl (|N| + 2 < m).

Z techto |N| + 2 vrcholu je jeden terminal a
nutné alespon dva jsou oznaceny stejnym
nonterminalem, reknéme A.

Viz obrazek vpravo.

Retézce v, 2 nemohou byt prazdné, protoze aplikované pravidlo mélo tvar A — BC. Nyni
uvazujme derivaci retézce z tvaru:

S =* uAy =T wAzy =1 wvwzy = 2

To pak ovSem znamena, Zze v GG existuje rovnez derivace:

S =* uAy =T wAzy =T wwvAzzy =1 wwz?y,

protoze A =1 w, a tedy derivace S =* uv'wz"y pro libovolné i > 0, cozZ je dokazované
tvrzeni. O
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Aplikace pumping teoremu

Lemma 6.1 Jazyk L = {a"b"c" | n > 1} neni bezkontextovym jazykem.

Dukaz. Aplikaci pumping teorému:

Nelze zvolit retézce v a x tak, aby jejich iteraci
pocet symbolu a, b, c zustaval stejny a soucasné
poradi symboll a, b, ¢ zUstalo nezménéno.

Poznamka 6.1 Jazyk L. = {a"b"c" | n > 1} je typickym kontextovym jazykem.

Cviceni: Sestrojte pfislusnou kontextovou gramatiku generujici jazyk L.
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Substituce jazyku

Definice 6.1 Necht L je tfida jazyku a necht L C X je jazykem tridy £. Dale necht

Y ={a1,az2,...,a,} pro nejaké n € N a necht’ jazyky oznacené L., La,, ..., L4, jSOU
rovnéz jazyky tfidy £. Rikame, Ze tfida £ je uzaviena vzhledem k substituci, jestlize pro
kazdy vyber jazykd L, La,, Lay, -+, La,, j€ také jazyk o, L..,....La, (L)

(L) ={x122...¢m | b1b2...by, € LAVI € {1,....om} : x; € Ly, }
ve tride L.

Priklad 6.1 Necht L = {0"1" | n > 1}, Lo = {a}, L1 = {b™c™ | m > 1}. Substituci
jazyku Lo a L1 do L dostaneme jazyk

L' ={a"b™ ™™ ™20 ™ | n>1AVi € {l,...,n} : m; > 1}
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Morfismus jazyku

Definice 6.2 Necht X a A jsou abecedy a L C X" je jazyk nad abecedou X..

Zobrazeni h : ¥* — A™ nazveme morfismem nad slovy, plati-li
Vw = aiaz...an, € X" : h(w) = h(a1)h(az)...h(an).

Morfismus jazyka h(L) pak definujeme jako h(L) = {h(w) | w € L}.

% Morfismus jazyku je zvlastni pripad substituce, kde kazdy substituovany jazyk ma
prave jednu vétu.
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Uzavrenost vuci substituci

Véta 6.2 Trida bezkontextovych jazyku je uzaviena vuci substituci.

Dukaz.

Ve shodeé s definici substituce necht > = {a1, a2, ..., a,} je abeceda
bezkontextového jazyka L a L, pro a € X libovolné bezkontextové jazyky. Necht
G=(N,X,P,S)aG, = (Na, Xa, Pa, Sa) pro a € 3 jsou gramatiky, pro které
L=L(G)aL,=L(G,) proa € X.
Predpokladejme, ze N N N, = () a N, N Ny = () pro kazdé a,b € X, a # b.
Sestrojme gramatiku G’ = (N',Y’, P’, S) takto:
1. NN=NUlU,cs N
2. ¥ =, cx Za.
3. Necht h je morfismus na N U X takovy, ze
h(A)=Apro Ae N a
h(a) = Sq proa € X
anecht P'={A — h(a) | (A—=a) € PYU,x P

Uvazujme libovolnou vetu a;, a;,...ai,, € Lavety z; € Lo, 1 < j < m. Pak
S :> Sa; Sa, --.Sa,

aiq Mg, im

:*% 215a;, -+ Sa, = é} T122...2m atedy L' C L(G').

a
Tm G/

Podobne L(G") C L. O
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Uzavrenost L, vUCI riznym jazykovym operacim

Véta 6.3 Bezkontextové jazyky jsou uzavieny vzhledem k:

sjednoceni,
konkatenaci,
iteraci,

pozitivni iteraci,
morfismul.

Al o

Dukaz. Necht L, a L, jsou bezkontextove jazyky.

1. Uzavrenost vuci U plyne ze substituce L., L, do jazyka {a,b}.
Uzavrenost vuci . plyne ze substituce L,, Ly do jazyka {ab}.
Uzavrenost vuci = plyne ze substituce L, do jazyka {a}".
Uzavienost vici + plyne ze substituce L, do jazyka {a}*.

Necht h je dany morfismus a L, = {h(a)} pro a € X. Substituci jazykld L, do
jazyka L ziskame jazyk h(L).

o & b
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Veéta 6.4 Bezkontextové jazyky jsou uzavreny vzhledem k priniku s regularnimi jazyky.

Dukaz. Snadno zkonstruujeme ZA prijimajici prislusny prunik — konstruujeme prunik na
kone¢ném fizeni, zasobnikové operace zUstavaiji. O

Definice 6.3 Je-li h: ¥ — A™ morfismus, pak definujeme inverzni morfismus nad slovy
z A* jako h™'(w) = {x € ¥* | h(z) = w} a inverzni morfismus jazyka L nad A jako
h™' (L) ={x € X* | h(z) € L}.

Véta 6.5 Bezkontextové jazyky jsou uzavreny vzhledem k inverznimu morfismu.

Dukaz. Méjme libovolny morfismus h : ¥* — A*. Zavedme pomocnou abecedu X, jez ke
kazdému a € X obsahuje a takové, ze a ¢ Y. Uzavrenost L2 vUCi inverznimu morfismu
plyne z uzavrenosti vuci substituci, praniku s regularnim jazykem a morfismu:

h~'(L) = hi(o(L) N L}), kde:

1. o je substituce takova, ZeVe e A: L. =% ¢X
2. Li={aw|aec X Awe€ A* Ah(a) = w} je regularni jazyk a

3. hi:(ZUA)* — X* je morfismus takovy, Zze (1) Va € X : hi(a) = a a (2)
Vee A: hi(c) =e.

[
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Neuzavrenost L, vuci pruniku a doplnku

Véta 6.6 Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny vici praniku a doplnku.

Dukaz.

1. Neuzavrenost vuci N:
Uvazujme jazyky L; = {a™b™c" | n,m > 1} a La = {a™b"c" | m,n > 1}, které
jsou oba bezkontextové. OvSem L; N Ly = {a"b"c" | n > 1}, coZ neni
bezkontextovy jazyk (Ize ukazat napr. pomoci Pumping lemmatu).

2. Neuzavrenost vuci doplnku: Predpokladejme, ze bezk. jazyky jsou uzavreny vuci
doplnku. Z De Morganovych zakonu (a z uzavrenosti vici sjednoceni) pak ovsem

plyne uzavrenost vuci praniku Ly N Le = L1 N Ly = Ly U Lo, COZ je Spor.
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Rozhodnutelné problemy pro L

Véta 6.7 Nasledujici problémy jsou rozhodnutelné, tj. jsou algoritmicky feSitelné:
1. problém neprazdnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G,

2. problém prislusnosti fetézce w € >* do jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou
gramatiku G,

3. problém konecCnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G.

Dukaz.

1. Krozhodovani neprazdnosti Ize vyuzit algoritmus iterativné urcujici mnozinu N,
nonterminalu generujicich terminalni retézce uvedeny v prednasce 4. Pak
L(G)# 0 < S e N;.

2. U problému prislusnosti retézce muzeme napr. urcit pranik NZA s KA pfijimajicim
prave fetézec w a pak oveérit neprazdnost.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

3. Problém konecnosti muzeme rozhodovat na zaklade platnosti Pumping lemma pro
CFL:

Dle Pumping lemma pro bezkontextové jazyky existuje pro kazdy

bezkontextovy jazyk L konstanta k& € N takova, ze kazdou vétu w € L,

lw| > k, mUzeme rozepsat jako uwvwzxy, kde vr # € a [vwzx| < k, a

Vi € N: uv'wza'y € L.

Pro testovani konecnosti tedy postaci ovérit, ze zadny fetézec ze X" o délce

mezi k a 2k — 1 nepatfi do daného jazyka:
Pokud takovy retézec existuje, muze byt ,napumpovan® a dostavame
nekone¢né mnoho retézcu patricich do daného jazyka.
Jestlize takovy retézec neexistuje, k£ — 1 je horni limit délky retézcu L.
Pokud by existoval retézec délky 2k nebo vétsi patfici do L, miuzeme v
ném podle Pumping lemma najit vwz a vypustit vz. Vzhledem k tomu, ze
0 < |vx| < k, postupnym opakovanim vypoustéeni bychom se dostali k
nutné existenci retézce z L o délce mezi k a 2k — 1.

K uréeni konstanty k postaci reprezentovat L pomoci bezkontextové

gramatiky v CNF s n nonterminaly a zvolit £ = 2™ (viz dukaz Pumping lemma).

0
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Nerozhodnutelne problemy pro L

Véta 6.8 Nasledujici problémy jsou nerozhodnutelné, tj. nejsou algoritmicky reSitelné:

1. problém ekvivalence jazyku bezkontextovych gramatik, tj. otazka, zda
L(G1) = L(G2) pro dvé bezkontextové gramatiky G1, Ga,

2. problém inkluze jazyku bezkontextovych gramatik, tj. otazka, zda L(G1) C L(G2)
pro dvé bezkontextové gramatiky G+, Go.

Dukaz. Vyuzijeme redukci z nerozhodnutelného Postova korespondencniho problému —
viz prednaska 11. Z nerozhodnutelnosti ekvivalence plyne nerozhodnutelnost inkluze
(A=B< AC BABCA). O

% V prednasce 11 zminime i nékteré dalSi nerozhodnutelné problémy pro L5, mezi néz
patfi univerzalita (L(G) L >2*), regularita apod.
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Deterministické
zasobnikové automaty

]



Deterministicky zasobnikovy automat

Definice 6.4 Zasobnikovy automat P = (Q, >, T', 6, qo, 20, F') nazyvame deterministicky
zasobnikovy automat (DZA), jestlize pro kazdé q € Q a z € T plati bud’

Va € ¥ :|0(q,a,2)] <1Ad(q,e,2) =0, nebo
Va € ¥ :0(q,a,2) =0 AN[d(g,e,2)] < 1.

Definice 6.5 Necht L = L(P), kde P je deterministicky zasobnikovy automat. Jazyk L
se pak nazyva deterministickym bezkontextovym jazykem.
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Priklad 6.2 UvaZujme gramatiku G = ({X, Y}, {a, b, c}, P, X) s pravidly:

X — aXal|cYce|b
Y — aYbX |c

K této gramatice muzeme sestrojit DZA P = ({q},{a,b,c},{X,Y,a,b,c},d,q, X,0)
takovy, ze L(G) = L(P):

6: 6(q,a,X)=(q,Xa) 6(q,¢,Y) = (q,¢)
5(q X) =(q,¢) 5(q ) (g, €)
5(61,6 X)=(¢,Yc) o(q,b,0) = (q,¢)
6(g,a,Y) = (q,YbX) 5(61,0, c) = (q,¢)

Skutecné, napr. derivaci X = aXa = aba odpovida pfijimajici posloupnost konfiguraci
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Alternativy DZA

Definice 6.6 DZA prijimajici vyprazdnénim zasobniku definujeme jako ZA pfijimajici
vyprazdnénim zasobniku a splnujici podminky determinismu.

Véta 6.9 DZA prijimajici vyprazdnénim zasobniku maji strikiné mensi vyjadfovaci silu
nez DZA.

Duokaz. (idea) DZA pfijimajici vyprazdnénim zasobniku nemohou napt. pfijmout {a, aa},
nebot po nacteni a musi byt zasobnik prazdny a nelze pokracovat. O

Definice 6.7 RozSifeny zasobnikovy automat P = (@, >, T, 6, qo, 20, F') nazyvame
deterministicky RZA (DRZA), jestlize plati:

1. VgeQVaeXU{e}Vyel™ :|6(q,a,v)| < 1.

2. Je-lid(g,a,a) #0,6(q,a,8) # 0 aa# 3, pak ani a neni predponou 3, ani 8 neni
predponou «.

3. Je-lid(q,a,a)#0adlqe,B) # D, pak ani a neni predponou S, ani 5 neni
predponou a.

Véta 6.10 DRZA maji ekvivalentni vyjadrovaci silu jako DZA.
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Neekvivalence NZA a DZA

Véta 6.11 DZA maji strikiné mensi vyjadrovaci silu nez NZA.
Dikaz. (idea) Bezkontextovy jazyk L = {ww” | w € ¥} nelze ptijimat Zadnym DZA.

Neformalné feéeno, DZA neméa moznost uhadnout, kdy kon&i w a zacina w®. O

% Poznamka: Jind moznost dikazu véty 6.10 je pfes nasledné uvedenou uzavienost
jazyku DZA vici doplnku a pres uvazeni, ze {a”b”c"|n > 1} je bezkontextovy jazyk.

% Problém, zda dany bezkontextovy jazyk je jazykem néjakého DZA, neni obecné
rozhodnutelny (podobné jako neni rozhodnutelna viceznacnost).
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Viastnosti jazyku DZA

Véta 6.12 Jazyky DZA jsou uzavieny vUci:
1. pruniku s regularnimi jazyky,
2. doplnku.

Dukaz. (idea) Bod 1 dokazeme podobné jako u NZA. U bodu 2 postupujeme podobné
jako u DKA — pouzijeme zaméenu koncovych a nekoncovych stavl, musime ale navic resit
dva okruhy problému: (a) DZA nemusi vZdy docist vstupni slovo az do konce (bud se
dostane do konfigurace, z nizZ nemuze pokracovat, nebo cykli pres e-kroky) a (b) DZA
slovo docte do konce, ale pak jeste provede posloupnost e-kroku jdoucich pres koncové i
nekoncové stavy. Popis feSeni téchto problému je mozno nalézt v doporucené literature.O

Veéta 6.13 Jazyky DZA nejsou uzavreny vUCi:
1. pruniku,
2. sjednoceni.
Dukaz. U bodu 1 pouzijeme stejny postup jako u NZA (uvédomime si, Zze

{a™b™c™ | n,m > 1} a{a™b"c" | n,m > 1} Ize prijimat DZA). Bod 2 plyne z De
Morganovych zakonu. O
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Véta 6.14 Jazyky DZA nejsou uzavieny vUGi:
1. konkatenaci,
2. iteraci.

Duikaz. (idea) Vyjdeme z toho, Ze zatimco jazyky L = {a™b™c" | m,n > 1} a

Lo = {a™b"c™ | m,n > 1} jsou deterministické bezkontextove, jazyk L; U L2 ne.
(Intuitivné DZA nemuze odhadnout, zda ma kontrolovat prvni nebo druhou rovnost, a
tedy, zda na zasobnik ukladat symboly a nebo b.)

1. Neuzavrenost vlcCi konkatenaci. Jazyk Ls = 0L; U L je zfejmé deterministicky
bezkontextovy. Jazyk 0* je také deterministicky bezkontextovy (dokonce regularni),
ovSem neni tézké nahlédnout, Ze 0* L3 neni deterministicky bezkontextovy. Staci
uvazit, ze 0a™b*c* je deterministicky bezkontextovy (dokonce regularni) jazyk a
0*LsN0a™b*c =0L1 U0Ly = O(Ll U LQ).

2. Neuzavienost vuci iteraci. Uvazime ({0} U L3)* N0a"b et = 0(L1 U Lo).
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Doplnek:

nekteré dalsi zajimavé vlastnosti
bezkontextovych jazyku
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Regularita

Definice 6.8 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) ma vlastnost sebevlozeni,

jestlize existuji A € N au,v € X7 takové, ze A =T uwAv a A neni zbytecny nonterminal.
Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda gramatika, ktera je;
generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Véta 6.15 Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni pravé tehdy, kdyz neni
regularni.

Dukaz. Muzeme vyuzit GNF — blize viz doporucena literatura. O

% Uvedena véta muze byt uzite¢na pri dokazovani, ze urcitd gramatika negeneruje
regularni jazyk. Zopakujme ale, ze problém, zda dana bezkontextova gramatika generuje
regularni jazyk, neni algoritmicky rozhodnutelny.

f" Bezkontextové jazyky 3 — p.24/27



Teorem Chomského a Schutzenbergera

% Tento teorém postihuje Uzkou vazbu bezkontextovych jazykl na zavorkovani.

Definice 6.9 OznaCme ZAV,, pro n > 0 jazyky sestavajici ze véech vyvazenych retézcu
zavorek n typu. Tyto jazyky — oznacované téz jako Dyckovy jazyky — jsou generovany
gramatikami s pravidly tvaru:

S—[ST|IPSP|...|["S]"|SS|e

Véta 6.16 (Chomsky-Schiitzenberger) Kazdy bezkontextovy jazyk je morfismem priniku
néjakého jazyka zavorek a néjaké regularni mnoziny. Jinymi slovy, pro kazdy L € Lo
existuji n > 0, regularni mnozina R a morfismus h takovy, ze

L = h(ZAV, N R)

Dukaz. Viz doporucena literatura. O
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Parikhuav teorém

% Tento teorém opét postihuje strukturu bezkontextovych jazyku — zabyva se tim, co
dostaneme, pokud ve vetach odhlédneme od poradi jednotlivych symbolt a zkoumame
pouze pocet jejich opakovani (tj. zahrneme vlastné libovolné pfehéazeni znaku v retézci).

Definice 6.10 Mejme abecedu X = {a, ..., ax }. Parikhova funkce je funkce
1+ $* — N definovana pro w € ¥* jako ¥ (w) = (#ai(w), ..., #ar(w)), kde #a;(w)
udava pocet vyskytu symbolu a; ve w.

Definice 6.11 PodmnoZinu mnoziny vektord N* nazveme linearni mnozinou, je-li dana
bazi up € N* a periodami us, ..., um € N* jako {uo + a1u1 + ... + amtm | a1, ..., am € N}.

Podmnozinu N* nazveme semilinearni mnozinou, je-li sjednocenim koneéného poétu
linearnich mnozin.

Veéta 6.17 (Parikh) Pro libovolny bezkontextovy jazyk L, v (L) je semilinearni mnozina.

Dukaz. Viz doporucena literatura. O
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% Ke kazdé semilinearni mnoziné S muzeme najit regularni mnozinu R C X* takovou, ze

(R) = S.

% Proto byva Parikhiv teorém nekdy formulovan takto: Komutativni obraz kazdého
bezkontextového jazyka odpovida néjakému regularnimu jazyku.

% Semilinearni mnoziny se navic daji reprezentovat konecnymi automaty primo jako
mnoziny Ciselnych vektoru v binarnim kédovani (tzv. NDDs — number decision diagrams).
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