Jazyky rekurzivné vycislitelné
a jJazyky rekurzivni
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Rekurzivni vycislitelnost a rekurzivnost

% Turinguv stroj se nazyva uplny (total), pravé kdyz se pro kazdy vstup zastavi.

Definice 8.1 Jazyk L C ¥* se nazyva
rekurzivne vycislitelny, jestlize L = L(M) pro nejaky TS M,
rekurzivni, jestlize L = L(M) pro néjaky dpiny TS M.

% Je-li M Oplny Turinguv stroj, pak fikame, Zze M rozhoduje jazyk L(M).

% Ke kazdému rekurzivnimu jazyku existuje TS, ktery ho rozhoduije, tj. zastavi pro kazdé
vstupni slovo — tento TS Ize samozfejmé upravit tak, aby pro kazdy fetézec z daného
jazyka zastavil s paskou AY AA... a jinak zastavil s paskou ANAA....

% TS prijimajici rekurzivné vycislitelny jazyk L zastavi pro kazdé w € L, ovéem pro
w ¢ L muze zastavit, ale také muze donekonecCna cyklit.
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Rozhodovaci problemy

% Rozhodovaci problém (decision problem) P muze byt chapan jako funkce fp s oborem
hodnot {true, false}.

% Rozhodovaci problém je obvykle specifikovan:
definicnim oborem Ap reprezentujicim mnozinu moznych instanci problému
(vstupll) a
podmnozinou Bp C Ap, Bp = {p| fr(p) = true} instanci, pro které je hodnota
fp rovna true.

% V teorii formalnich jazyku pouzivame ke kodovani jednotlivych instanci problému
fetézce nad vhodnou abecedou X. Pak je rozhodovaci problém P prirozené specifikovan
jazykem L, = {w € ¥* | w = code(p),p € Bp}, kde code : Ap — ¥ je injektivni funkce,
ktera pfifazuje instancim problému prislusny fetézec (nezavisle na fp).

Priklad 8.1 Priklady rozhodovacich problému:
P, — orientovany graf je silné souvisly.
P, — dvé bezkontextové gramatiky jsou ekvivalentni,
Ps — n je prvocislo.

% Poznamka: Dale budeme o rozhodovacich problémech hovorit jednodu$e jako o
problémech.
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Rozhodovani problemu TS

Definice 8.2 Necht' P je problem specifikovany jazykem Lp nad X. Problém P
nazveme:

rozhodnutelny, pokud Lp je rekurzivni jazyk, tj. existuje TS, ktery Lp rozhoduje
(pfijme kazdy fetézec w € Lp, a zamitne kazdy fetezec w € X" \ Lp),

nerozhodnutelny, kdyz neni rozhodnutelny, a
castecné rozhodnutelny, jestlize Lp je rekurzivné vycislitelny jazyk.

< Poznamka: Z definice 8.2 plyne, ze kazdy rozhodnutelny problém je soucasné
¢astecné rozhodnutelny, ale nekteré nerozhodnutelné problémy nejsou ani castecne
rozhodnutelné.
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TS a jazyky typu O
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Jazyky prijimane TS jsou typu 0

% Konfigurace TS je dana (1) stavem fizeni, (2) obsahem pasky a (3) pozici hlavy.

< Pro zapis konfigurace TS v fidicim stavu ¢ a s konfiguraci pasky AzyzA... zavedeme
konvenci [AxqyzA...].

Priklad 8.2 TS pfijimajici jazyk {z™y" | m > 0,n > 0} konfiguraci pasky AY A pfi
pocatecni konfiguraci pasky AwA:

X/R

. AR

Posloupnost konfiguraci pfi pfijmu zxy:

1. [goAzzyA...] 6. [AxzryA...] 11. [AsAAAA..]
2. [ApzxyA...] 7. [AxxsAA..] 12. [rAAAAA..]
3. [AxzpryA...] 8. [AxrxzAA...] 13. [AtAAAA..]
4. [AxxpyA...] 9. [AxzsAAA..] 14. [AuYAAA..]
5. [AzzygA... 10. [ArzAAA..] 15. [grAYAAA..]
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Veéta 8.1 Kazdy jazyk pfijimany TS (ij. kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk) je jazykem

typu O.

Dikaz. Necht L = L(M) pro néjaky TS M = (Q, 3,1, 6, qo, qr ). Sestrojime gramatiku
G = (N, X, P,S) typu 0 takovou, ze L(G) = L(M). Gramatika G dovoluje vytvaret prave
derivace odpovidajici reverzi posloupnosti konfiguraci TS M pfi prijeti libovolného retézce

w e L(M):
1. N=

{StuuU [\ X)U{[,]} (predpokladame, Ze vSechny zde sjednocené

mnoziny jsou po dvou disjunktni).

2. P je nejmensi mnozina obsahujici nasledujici pravidla:

(@)
(b)
(c)
(d)
(e)

)

(f

S — [qr AY A],

Al = AA] — doplneni A,
qy — pz, jestlize 6(p, z) = (g, ),

xrq — px, jestlize i(p,x) = (¢, R),

qyxr — ypx pro kazdé y € T, jestlize 6 (p,xz) = (q, L),

(oA =&, AA] = A]l, Al >« — zajisténi [go AwA...A] % w.

Snadno se nyni nahlédne, Zze w € L(M) prave tehdy, kdyZ existuje derivace
S =q [qrAY Al =¢ ... =¢ [@oAwA..] =¢ ... =>¢ w,aze L(G) = L(M).

fl
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Jazyky typu 0 jsou prijimany TS

Véta 8.2 Kazdy jazyk typu 0 je pfijiman néjakym TS (ij. je rekurzivné vycislitelny).

Dukaz. Necht L = L(G) pro G = (N, %, P, S) je jazykem typu 0. Sestrojime
nedeterministicky dvoupaskovy TS M takovy, ze L(G) = L(M):
1. paska obsahuje prijimany vstupni fetézec w.
Na 2. pasce se M pokous$i pomoci simulace pouZiti prepisovacich pravidel
(a — B) € P vytvofit derivaci w:

0 S O O] [a]/C] O] (8]0 Ol w0

1. Stroj nejprve umisti na 2. pasku symbol S.

2. Stroj opakované simuluje na 2. pasce provadeni pravidel (o« — ) € P.
Nedeterministicky zvoli pravidlo a také vyskyt o na pasce. Pfi prepisu « na g,
|| # | B8], mUze vyuzit posuv €asti uziteCného obsahu pasky vlevo Ci vpravo.

3. Stroj srovna finalni obsah 2. pasky s 1. paskou. Shoduiji-li se, zastavi
prechodem do ¢r. Jinak posouva hlavu doleva az do abnormalniho zastaveni.

Snadno se nyni nahlédne, ze skutecne L(G) = L(M). Navic lze M podobné jako u
vicepaskovych DTS prevést na jednopaskovy NTS a ten dale na jednopaskovy DTS. O

f" Turingovy stroje 2 — p.8/20



Jazyky typu 0 = jazyky prijimane TS

Veéta 8.3 Trida jazyku prijimanych TS (neboli jazyku rekurzivne vycislitelnych) je
shodna se tridou jazyku typu 0.

Dukaz. Dusledek dvou predchozich vét. O
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Vlastnosti jazyku rekurzivnich a
rekurzivne vycislitelnych

]



Uzavrenost vuci U, N, . a *

Veéta 8.4 Tridy rekurzivnich a rekurzivné vycislitelnych jazykd jsou uzavieny vici
operacim U, N, . a *.

Dukaz. Necht L1, Lo jsou jazyky prijimané TS My, Ms. Zfejmé muzeme predpokladat, ze
mnoziny stavu TS M;, M> jsou disjunktni.

NTS Mr,ur,, L(Mr,ur,) = L1 U Lo, sestrojime tak, ze sjednotime po slozkach
stroje M7 a M-, zavedeme novy pocatecni stav, z néj nedeterministické prechody

pfes A /A do obou puvodnich pocCatecnich stavu a sloucime puvodni koncové
stavy do jediného nového koncového stavu.

R4

K
o
o
o
O
K
o
e,V
4
0
0
.
0
%
o,

GHPE
B

Dukaz pokracuje dale.

fl
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Pokracovani dukazu.

Tripaskovy TS M1, nr,, L(Mr,nr,) = L1 N L2, Okopiruje vstup z prvni pasky na
druhou, na ni simuluje stroj M7, pokud ten prijme, okopiruje vstup z prvni pasky na
treti, na ni simuluje stroj Ms, pokud i ten pfijme, pfijme i stroj Mr,nr,.

rl

« W T
AL w AA...th\> @
e =

AL W _JAA...

Tfipaskovy NTS My, r,, L(Mr,.1,) = Li.L2, okopiruje nedeterministicky zvoleny
prefix vstupu z prvni pasky na druhou, na ni simuluje stroj M7, pokud ten pfijme,

okopiruje zbytek vstupu z prvni pasky na treti, na ni simuluje stroj M-, pokud i ten
pfijme, pfijme i stroj] M1, .,.

« [2 AA...

A AA...::j)x) @
W “, /
W
A

w__|AA... Dikaz pokraduje dale.
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Pokracovani dukazu.
Dvoupaskovy NTS M-, L(Mrx) = L1, je zobecnenim predchoziho stroje: po
castech kopiruje vstup z prvni pasky na druhou a na ni simuluje opakované stroj
M. Obsah druhé pasky ma ohraniceny specialnimi znackami a po kazdé simulaci
stroje M, ho smaze. Umoznuje samozrejme posuv pravé znacky dale doprava pfi
nedostatku mista.

Jsou-li stroje M; a M- uplné, je mozné vybudovat stroje podle vySe uvedenych pravidel
takeé jako uplné (u Mr,ur,, MrynLy, Mr, .1, j€ to okamzité, u My« nepripustime nacitani
prazdného podretézce vstupu z 1. na 2. pasku — pouze umoznime jednorazoveé prijmout
prazdny vstup). To dokazuje uzavrenost vuci uvedenym operacim také u rekurzivnich
jazyku.
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(Ne)uzavrenost vuci komplementu

Véta 8.5 Trida rekurzivnich jazykl je uzaviena vici komplementu.

Dikaz. TS M prijimajici rekurzivni jazyk L vzdy zastavi. Snadno upravime M na M’,
ktery pfi neprijeti fetézce vzdy prejde do unikatniho stavu g,cject. TS M, L(M) = L,
snadno dostaneme z M’ zd&ménou gr a greject. O

% Trida rekurzivné vycislitelnych jazykd neni uzaviena vuci komplementu!
VysSe uvedené konstrukce nelze uzit — cykleni zUustane zachovano.
Dukaz neuzavrenosti bude uveden v dalSich pfednaskach.
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Véta 8.6 Jsou-li L i L rekurzivné vycislitelné, pak jsou oba rekurzivni.

Dukaz. - o

Méjme M, L(M) = L, a M, L(M) = L. Uplny TS

prijimajici L sestrojime takto: @
Pouzijeme dvé pasky. Na jedné budeme =
simulovat M, na druhé M. Simulace se bude Al W AL
provadét prolozené krok po kroku: krok M,
krok M, krok M, ... @
Pfijmeme, pravé kdyz by pfijal M, zamitneme =
abnormalnim zastavenim, prave kdyz by prijal AW JAA..

M . Jedna z téchto situaci uréité nastane v
konecném poctu kroku.

Existence GpIného TS pro L plyne z uzavienosti rekurzivnich jazykd vici komplementu.

O
< Dusledkem vyse uvedenych vét je mj. to, ze pro L a L musi vzdy nastat jedna z
nasledujicich situaci:

L i L jsou rekurzivni,

L ani L nejsou rekurzivné vycislitelné,

jeden z téchto jazyku je rekurzivné vycislitelny, ale ne rekurzivni, druhy neni

rekurzivné vycislitelny.
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Linearné omezené automaty
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Linearne omezene automaty

% Linearne omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS, ktery nikdy neopusti tu Cast
pasky, na niz je zapsan jeho vstup.

< Formalné muzeme LOA definovat jako NTS, ktery ma v I" specialni symbol, kterym
unikatné oznacujeme pravy konec vstupu na pasce, pricemz tento symbol neni mozné
prepsat, ani z néj provést posun doprava.

% Deterministicky LOA muzeme prirozene definovat jako (deterministicky) TS, ktery nikdy
neopusti ¢ast pasky se zapsanym vstupem.

% Neni znamo, zda deterministicky LOA je Ci neni striktné slab8i nez LOA.
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LOA a kontextove jazyKy

Véta 8.7 Trida jazykd, kterou Ize generovat kontextovymi gramatikami, odpovida tride
jazyku, které Ize prijimat LOA.

Dukaz.

Uvazime definici kontextovych gramatik jako gramatik s pravidly v podobé o — £,
kde |a| < |B], nebo S — .

LOA — G1:
Pouzijeme podobnou konstrukci jako u TS — GO.
Na pocatku vygenerujeme prislusny pracovni prostor, ktery se pak jiz nebude
menit: odpada nekontextové pravidlo AA] — A].
Uziti nekontextovych pravidel [goA — ¢ a A] — ¢ obejdeme (1) zavedenim
zvlastnich koncovych nontermindall integrujicich puvodni informaci a priznak,
Ze se jedna o prvni/posledni symbol a (2) integraci symbolu reprezentujiciho
ridici stav a pozici hlavy s nasledujicim paskovym symbolem.

G1 — LOA:
Pouzijeme podobnou konstrukci jako u GO — TS s tim, ze nepovolime, aby
rozsah druhé pasky nékdy prekroCil rozsah prvni pasky.

[
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Kontextove a rekurzivni jazyKy

Véta 8.8 Kazdy kontextovy jazyk je rekurzivni.

Dukaz. (ldea)

Pocet konfiguraci, které se mohou objevit pfi pfijimani w pfislusnym LOA M je
vzhledem k nemoznosti zvétSovat pracovni prostor pasky konec¢ny: Ize shora
ohranicCit funkci ¢™ pro vhodnou konstantu ¢ — exponenciala plyne z nutnosti
uvazovat vyskyt vSechny moznych symbolt na véech mistech pasky.

Pro zapis libovolného Cisla z intervalu 0, ..., ¢ — 1 nikdy nebude tfeba vice nez n
symbold, uzijeme-li c-arni soustavu.

Muzeme zkonstruovat uplny LOA ekvivalentni s M, ktery bude mit kazdy symbol
na pasce strukturovany jako dvoijici:

S vyuzitim 1. slozek téchto dvojic simulujeme M.
V 2. slozkach pocitdme pocet kroku; dojde-li k preteCeni, odmitneme vstup.
O
Véta 8.9 Ne kazdy rekurzivni jazyk je kontextovy.

Dukaz. (Idea) Lze uzit techniku diagonalizace prezentovanou dale . O
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Vlastnosti kontextovych jazyku

Véta 8.10 Trida kontextovych jazyku je uzaviena vuci operacim U, N, ., * a
komplementu.
Dukaz.

Uzavrenost vucCi U, N, . a * Ize ukazat stejne jako u rekurzivné spocetnych jazyku.

Dukaz uzavrenosti vucCi komplementu je znacné komplikovany (vSimneéme si, ze
LOA je nedeterministicky a nelze tudiz uzit konstrukce pouzité u rekurzivnich
jazykl) — zajemci naleznou dukaz v doporucené literature.

% Poznamenejme, Ze jiz vime, Ze u kontextovych jazyku
|ze rozhodovat Clenstvi véty do jazyka (rekurzivnost) a
nelze rozhodovat inkluzi jazyku (neplati ani pro bezkontextové jazyky).

% Dale Ize ukazat, ze pro kontextové jazyky nelze rozhodovat prazdnost jazyka (uzije se
redukce z Postova problému pfifazeni — viz dal8i prednasky).
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