Slozitost

Slozitost — p.1/52



Slozitost algoritmu

% Zakladni teoreticky pristup vychazi z Church-Turingovy teze:

Kazdy algoritmus je implementovatelny jistym TS.

% Zavedeni TS nam umoznuje klasifikovat problémy (resp. funkce) do dvou tfid:

1. problémy, jeZ nejsou algoritmicky ani ¢astecné rozhodnutelné (resp. funkce
algoritmicky nevycislitelné) a

2. problémy algoritmicky alespon castecné rozhodnutelné (resp. funkce algoritmicky
vycislitelné).

% Nyni se budeme zabyvat tfidou algoritmicky (Castecné) rozhodnutelnych problému
(vyCislitelnych funkci) v souvislosti s otazkou slozZitosti jejich rozhodovani (vyCislovani).

% Analyzu sloZitosti algoritmu budeme chapat jako analyzu slozitosti vypoctu pfislusného
TS, jejimz cilem je vyjadfit (kvantifikovat) poZzadované zdroje (Cas, prostor) jako funkci
zavisejici na délce vstupniho retézce.
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Ruznée pripady pri analyze slozitosti

% Mazeme rozlisit:

1. analyzu slozitosti nejhorSiho prfipadu,
analyzu slozitosti nejlepsiho pripadu,
analyzu slozZitosti prumérného pfipadu,

> W N

amortizovanou analyzu

% Prameérna slozitost algoritmu je definovana nasledovné:
Jestlize algoritmus (TS) vede k m rlznym vypoctum (pripadim) se slozitosti c1, co,
..., Cm, €2 nastavaji s pravdepodobnosti p1, p2, ..., pm, pPak primerna slozitost
algoritmu je dana jako X pic;.

% Amortizovana analyza studuje posloupnost operaci jako celek. Tato technika umoznuje,
na rozdil od klasického pristupu mnohem presnéjsi urceni ¢asové slozitosti algoritmu.

% Obvykle (alespon na teoretické Urovni) se vénuje nejvétsi pozornost slozitosti
nejhorSiho pripadu.
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Slozitost vypoctu TS

% Casova slozitost — pocet krokd (prechodtl) TS provedeny od podatku do konce vypodtu.
% Prostorova (pamét'ova) slozitost — pocet ,bunék“ pasky TS pozadovany pro dany

vypocet.

Priklad 12.1 Uvazme nasledujici TS M:

B Bag

Pro vstup AzxzzAA...
casova slozitost vypoctu M rovna 10,

prostorova slozitost vypocCtu M rovna 5.
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Lemma 12.1 Je-li Casova slozitost vypocCtu provadeného TS rovna n, pak prostorova
sloZitost tohoto vypoctu neni vétsi nez n + 1.

Dukaz. Tvrzeni je jednoduchou implikaci plynouci z definice ¢asové a prostorové
slozitosti. O

Definice 12.1 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M p¥ijima jazyk L nad
abecedou X v case Ty : N — N, jestlize L = L(M) a M prijme (resp. muze prijmout)
kazdé w € L v nanejvys T (|w]) krocich.

Definice 12.2 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M p¥ijima jazyk L nad
abecedou X v prostoru Sy : N — N, jestlize L = L(M) a M pfijme (resp. muZe pfijmout)
kazdé w € L pfi pouziti nanejvys S (|w|) bunék pasky — nepocitame zde bunky pasky,
na nichz je zapsan vstup, ale nikdy na nich nespocine hlava stroje.

% Zcela analogicky muzeme definovat vycislovani urcCité funkce danym TS v urcitém
¢ase, resp. prostoru.
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Analyza slozitosti mimo prostredi TS

% V jiném vypocCetnim prostredi, nez jsou TS, nemusi mit kazda primitivni operace
stejnou cenu.

% Velmi Casto se uziva tzv. uniformni cenové kritérium, kdy kazdé operaci pfiradime
stejnou cenu.

% Pouziva se ale napt. také tzv. logaritmické cenové kritérium, kdy operaci manipulujici
operand o velikosti 4, ¢ > 0, pfifadime cenu |lg i] + 1:

Zohlednujeme to, Ze s rostouci velikosti operandu roste cena operaci — logaritmus
odrazi rust velikosti s ohledem na binarni kédovani (v n bitech zakddujeme 2"
hodnot).

% Analyza slozitosti za takovych predpokladu neni zcela presna, dulezité ale obvykle je
to, aby se zachovala informace o tom, jak rychle roste Cas/prostor potfebny k vypoctu v
zavislosti na velikosti vstupu.®

aAlgoritmus A1, jehoz naroky rostou pomaleji nez u jiného algoritmu As, nemusi byt

vyhodnéjsi nez Ao pro feSeni malych instanci.
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% Vyznam srovnavani rychlosti rustu slozitosti vypoctu si snad nejlépe ilustrujeme na
prikladu:

Priklad 12.2 Srovnani polynomialni (pfesnéji kvadratické — n?) a exponencialni (2")
¢asove slozitosti:

délka vstupu | Casova slozitost casova slozitost

n c1.n?,c1 =107°% | ¢5.2", ¢c3 = 9.766.107°
10 0.0001 s 0.0001 s

20 0.0004 s 0.1024 s

30 0.0009 s 1.75 min

40 0.0016 s 1.24 dne

50 0.0025 s 3.48 roku

60 0.0036 s 35.68 stoleti

70 0.0049 s 3.65 mil. roku
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Slozitost vypoctu na TS a v jinych prostredich

% Pro rozumna cenova kritéria se ukazuje, ze vypocetni slozitost je pro rizné modely
vypoctu blizké béznym pocitacim (RAM, RASP stroje) polynomialné vazana se slozitosti
vypoctu na TS (viz dale) a tudiz slozitost vypoCtu na TS neni ,prilis“ rozdilna oproti
vypoctim na béznych pocitacich.

RAM stroje maji pamét s nahodnym pristupem (jedna bunka obsahuje libovolné
pfirozené Cislo), instrukce typu LOAD, STORE, ADD, SUB, MULT, DIV (akumulator
a konstanta/pfima adresa/nepfima adresa), vstup/vystup, nepodminény skok a
podmineny skok (test akumulatoru na nulu), HALT. U RAM stroje je program
soucasti fizeni stroje (okamziteé dostupny), u RASP je uloZen v paméti stejné jako
operandy.

Funkce fi(n), f2(n) : N — N jsou polynomialne vazané, existuji-li polynomy p1(x)
a p2(x) takove, ze pro vSechny hodnoty n je fi(n) < pi(fa(n)) a fa(n) < p2(fi(n)).
Logaritmické cenové kritérium se uplatni, uvazujeme-li moznost nasobeni dvou
Cisel. Jednoduchym cyklem typu A;+1 = A; * A; (Ao = 2) jsme schopni pocitat

22" coz TS s omezenou abecedou neni schopen provést v polynomialnim &ase
(pro uloZeni/nacteni potfebuje projit 2™ bunék pfi pouziti binarniho kédovani).
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% llustrujme si nyni urceni slozitosti v prostredi mimo TS:

Priklad 12.3 UvaZme nasledujici implementaci porovnavani retézcu.

int str_cmp (int n, string a, string b) {
int 1i;

1= 0;

while (i<n) A
if (al[i] '= bl[i]) break;
it++:

)

}

return (i==n);

Pro urCeni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napft. tak, Zze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Pfedpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)

Slozitost nejhorsiho pripadu
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% llustrujme si nyni urceni slozitosti v prostredi mimo TS:

Priklad 12.4 UvaZme nasledujici implementaci porovnavani retézcu.

int str_cmp (int n, string a, string b) {
int 1i;

1= 0;

while (i<n) A
if (al[i] '= bl[i]) break;
it++:

}

return (i==n);

Pro urCeni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napft. tak, Zze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Pfedpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)
Slozitost nejhorSiho pripadu Ize pak snadno urcit jako 3n + 3:

cyklus ma 3 kroky, provede se n krat, tj. 3n kroku,

télo funkce ma 3 kroky (véetné testu ukoncujiciho cyklus).
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Priklad 12.5 UvaZme nasledujici implementaci fazeni metodou insert-sort.
void insertsort(int n, int al]) {
int i, j, value;
for (i=0; i<m; i++) {
value = al[il;
j=1-1;
while ((j >= 0) && (al[j] > value)) {
alj+1] = aljl;
J=J1- 1
+

alj+1] = value;

Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napr. tak, Zze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Predpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)

Slozitost nejhorsiho pripadu
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Priklad 12.6 UvaZme nasledujici implementaci fazeni metodou insert-sort.
void insertsort(int n, int al]) {
int i, j, value;
for (i=0; i<m; i++) {
value = al[il;
j=1-1;
while ((j >= 0) && (al[j] > value)) {
alj+1] = aljl;
J=J1- 1
+

alj+1] = value;

Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napr. tak, Zze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Predpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)
Slozitost Ize pak uréit jako 1.5n* + 3.5n + 1:
vnitfni cyklus ma 3 kroky, provede se 0, 1, ..., n — 1 krat, tj.
304+ 1+..4+n—1)=32(0+n—1) =1.5n" — 1.5n kroku,
vneéjSi cyklus ma mimo vnitfni cyklus 5 krokl (véetné testu ukondujiciho vnitfni
cyklus) a provede se n krat, tj. 5n kroku,
jeden krok pripada na ukonceni vnejsiho cyklu.
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Asymptoticka omezeni slozitosti

< PFi popisu slozitosti algoritmua (vypoctu TS), chceme Casto vyloucit vliv aditivnich a
multiplikativnich konstant:

ruzné aditivni a multiplikativni konstanty vzniknou velmi snadno ,drobnymi*
Upravami uvazovanych algoritmu,

napr. srovnavani dvou retézcu je mozné donekonecna zrychlovat tak, ze budeme
porovnavat soucasne 2, 3, 4, ... za sebou jdoucich znakd,

linearni komprese prostoru (rozSireni abecedy) a zrychleni vypoctu
(pred-vypocitani vysledku)

tyto Upravy ovSem nemaji zasadni vliv na rychlost narustu casové slozitosti (ve
vySe uvedeném prfipadé narlst zUstane kvadraticky),

navic pfi analyze slozitosti mimo prostfedi TS se dopoustime jisté nepresnosti jiz
zavedenim ruznych cenovych Kritérii.

% Proto se Casto slozitost popisuje pomoci tzv. asymptotickych odhadu slozitosti — viz
dalsi stranka.
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Definice 12.3 Necht F je mnozina funkci f : N — N. Pro danou funkci f € F
definujeme mnoziny funkci O(f(n)), Q(f(n)) a ©(f(n)) takto:

Asymptotické horni omezeni funkce f(n) je mnozina
O(f(n)) ={g(n) € F|3Ice R Inp e NVneN:n>ng = 0<g(n) <c.f(n)}.

Asymptotické dolni omezeni funkce f(n) je mnozina

Q(f(n)) ={gn) e Fl|IceR" Ing e NVneN:n>no = 0<c.f(n) < g(n)}.
Asymptotické oboustranné omezeni funkce f(n) je mnozina ©(f(n)) = {g(n) €
Fl3ei,co € RTIng eNVReEN:n>ng=0<ci.f(n) <gn) <caf(n)}

f(n)4 c.f(n) '

c'.f(n)

N, n

Priklad 12.7 S vyuzitim asymptotickych odhadu slozitosti mizeme fFici, Ze slozitost
nadeho srovnani fetézcu patfi do O(n) a sloZitost insert-sort do O(n?).
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Amortizovana slozitost — ukazka

% Priklad: dynamicky alokovana tabulka 7' (odebrani zaznamu zneplatni radek)
neznama velikost — dynamicka realokace méni kapacitu
pfi naplneni tabulky alokujeme vétsi tabulku a slozky do ni presuneme
pfi vyprazdneni na urcitou mez alokujeme mensi tabulku a sloZzky do ni presuneme
a(T) je pomer platnych polozek (velikost) ku kapacité tabulky
pokud je «(T) = 1 vlozeni prvku vede k alokaci 2-krat vetsi tabulky a presunu
pokud je a(T) < 0.5 odebrani prvku vede k alokaci 2-krat mensi tabulky a presunu
% Slozitost nejhorsiho pripadu
slozitost jedné operace vlozeni i odebrani je rovna n (velikost pole)
slozitost n operaci je v nejhor$im ptipadé O(n?)
% Amortizovana slozitost

n operaci vlozeni:
c; — cena i-té operace vlozeni
c; = 1 pokud i — 1 je mocninou 2, jinak ¢; =1
Yo < n—l—ZjU:OgnJ 27 < n+2n < 3n
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Amortizovana slozitost — ukazka 2

existuje posloupnost n operaci (vloZeni, odebrani) se slozitosti ©(n?)
stfidave prfidavame odebirdme prvky kolem faktoru «(7') = 0.5
kazda treti operace ma cenu n

% Existuje implementace s linearni amortizovanou slozitosti?

vyhneme tomu, Ze kapacita muze oscilovat mezi dvéma hodnotami pri malém
poctu operaci (viz vyse)

pokud je a(T) < 0.25 odebrani prvku vede k alokaci 2-krat mensiho pole a pfesunu
urcete amortizovanou sloZitost libovolnych n operaci (hlavni mySlenka)

2% 4 1 operaci vlozeni, kapacita 21!, cena < 3(2% + 1)

realokaci vyvola 2! + 1 operaci odebrani, kapacita je 2%, cena 2" ! + 2% +1

dal$i realokaci vyvola 2~ + 1 operaci vloZeni, kapacita 2**, cena

2k—1 i 2k i 1

celkové operaci: 28 + 1 +2 %21 2 =2FF1 1 3

celkové cena: 2« 2" 1 + 5% 28 + 5 =6%2F +5 =321 15

ukazali jsem, ze n operaci ma cenu O(n)
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Tridy slozitosti



Slozitost problemu

% Prejdeme nyni od slozitosti konkrétnich algoritmud (Turingovych stroju) ke slozitosti
problému.

% Tridy slozitosti zavadime jako prostfedek ke kategorizaci (vytvoreni hierarchie)
problému dle jejich slozitosti, tedy dle toho, jak dalece efektivni algoritmy muzeme
navrhnout pro jejich rozhodovani (u funkci muzeme analogicky mluvit o slozitosti jejich
vyCislovani).

[ 4

tridy slozitosti — tedy urcit slozitost problému jako slozitost jeho nejlepSiho mozného
reseni.
Omezenim této snahy je to, Ze (jak uvidime) existuji problémy, jejichz reSeni je
mozné do nekonecna vyznamné zrychlovat.

% Zarazeni ruznych problému do téze tridy slozitosti muze odhalit rizné vnitrni
podobnosti téchto problému a muze umoznit feSeni jednoho prevodem na druhy (a
pragmatické vyuziti napf. ruznych jiz vyvinutych nastroju).
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Tridy slozitosti

Definice 12.4 Mejme dany funkce t,s : N — N a necht T}, resp. Sas, znaci ¢asovou,
resp. prostorovou, slozitost TS M. Definujeme nésledujici Casové a prostorové tridy
slozitosti deterministickych a nedeterministickych TS:

DTimelt(n)] = {L | 3 k-paskovy DTS M : L = L(M) aTy € O(t(n))}.
NTime[t(n)] = {L | 3 k-paskovy NTS M : L = L(M)a Ty € O(t(n))}.
DSpacels(n)] = {L | 3 k-paskovy DTS M : L = L(M) a Sy € O(s(n))}.
NSpace[s(n)] = {L | 3 k-paskovy NTS M : L = L(M) a Sy € O(s(n))}.

% Definici tfid slozitosti pak primocare zobecnujeme tak, aby mohly byt zaloZzeny na
mnoziné funkci, nejen na jedné konkrétni funkci.

% Poznamka: Dale ukdzeme, Ze pouziti vice pasek pfinasi jen polynomialni zrychleni.
Na druhou stranu ukazeme, Ze zatimco nedeterminismus neprinasi nic podstatného z
hlediska vycislitelnosti, mize prinaset mnoho z hlediska slozitosti.
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*Casové/prostorové zkonstruovatelné funkce*

% Tridy slozitosti obvykle budujeme nad tzv. ¢asové/prostorové zkonstruovatelnymi
funkcemi:

Duvodem zavedeni casove/prostorove zkonstruovatelnych funkci je dosdhnout

intuitivni hierarchické struktury t¥id sloZitosti — napt. odligeni tfid f(n) a 2/, coz,
jak uvidime, pro tfidy zaloZzené na obecnych rekurzivnich funkcich nelze.

Definice 12.5 Funkci ¢ : N — N nazveme ¢asovée zkonstruovatelnou (time constructible),
jestlize existuje vicepaskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi po presné ¢(|w|)
krocich.

Definice 12.6 Funkci s : N — N nazveme prostorové zkonstruovatelnou (space
constructible), jestlize existuje vicepaskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi s
vyuzitim presné s(|w|) bunék pasky.
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% Poznamka: Pokud je jazyk L nad X pfijiman strojem v ¢ase/prostoru omezeném
casové/prostorové zkonstruovatelnou funkci, pak je také prijiman strojem, ktery pro kazdé
w € X" vzdy zastavi:

U casového omezeni t(n) si staCi pfedem spocist, jaky je potfebny pocet kroku a
zastavit po jeho vycCerpani.
U prostorového omezeni spoCteme z s(n), |Q|, |A| maximalni pocet konfiguraci,

které muzeme vidét a z toho také plyne maximalni pocet kroku, které muzeme
udélat, aniz bychom cyklili.
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Nejbezneji uzivané tridy slozitosti

% Deterministicky/nedeterministicky polynomialni ¢as:

P = U DTime(n"®) NP = U NTime(n")
k=0 k=0

% Deterministicky/nedeterministicky polynomialni prostor:

PSPACE = U DSpace(n®) NPSPACE = U N Space(n”)

k=0 k=0

% Poznamka: Problémy ze tfidy PSPACE se Casto realné neresi v polynomialnim
prostoru — zvySuji se prostorové naroky vymenou za alespon ¢aste¢né snizeni ¢asovych
7 0 v 2 . " v v .
naroku (napf. z O(2™ ) na O(2") u LTL model checkingu apod.). Intuitivné: je mozno si

pamatovat vice mezivysledkul a neni tfeba je znovu spocist.
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Tridy pod a nad polynomialni slozitosti

% Deterministicky/nedeterministicky logaritmicky prostor:

LOGSPACE = U DSpace(klgn) NLOGSPACE = U N Space(klgn)

% Deterministicky/nedeterministicky exponencialni cas:

EXP = | J DTime(2"") NEXP = | | NTime(2"")
k=0 k=0

% Deterministicky/nedeterministicky exponencialni prostor:

EXPSPACE = | | DSpace(2"") NEXPSPACE = | | NSpace(2™)
k=0 k=0
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*Tridy nad exponencialni slozitosti*

2
< Det./nedet. k-exponencialni ¢as/prostor zalozeny na vézi exponencial 2°° o vysce k:
l l
2m omn

k-EXP = | | DTime(2” ) k-NEXP = | | NTime(2* )
=0 [=0

k-EXPSPACE = U DSpace(22' ) = k-NEXPSPACE = U NSpace(22' )

[=0 =0

ELEMENTARY = U k-EXP
k=0
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VVrchol hierarchie trid slozitosti

% Na vrcholu hierarchie tfid slozitosti se pak hovori o obecnych tfidach jazyku (funkci), se
kterymi jsme se jiz setkali:

trida primitivné-rekurzivnich funkci PR (implementovatelnych pomoci zanofenych
cykld s pevnym pocétem opakovani — for i=... to ...),

trida p—rekurzivnich funkci (rekurzivnich jazykd) R (implementovatelnych pomoci
cykld s predem neuréenym poctem opakovani — while ...) a

trida rekurzivné vycislitelnych funkci (rekurzivné vycislitelnych jazykd) RE.
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Vlastnosti trid slozitosti
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k-paskove Turingovy stroje

Véta 12.1 Je-li jazyk L pfijiman néjakym k-paskovym DTS My v Case t(n), pak je také
pfijiman néjakym 1-paskovym DTS M; v ¢ase O(t(n)?).

Dukaz. (idea)

Obsah k pasek stroje M, muzeme zapsat na jednu pasku stroje M; za sebe a
oddélit je vhodnym oddélovacem. Pozici hlav M na pasce muzeme zakoédovat
vhodnym oznacenim symbold, pod kterymi se hlavy aktualné nachazeji.

Pfi simulaci kroku stroje M. stroj M; dvakrat projde paskou — pfi jednom pruchodu
zjisti znaky pod hlavami My, pfi druhém je patficne upravi.

Jestlize je na nékteré simulované pasce stroje M;. nedostatek prostoru, je
zapotrebi provést posun zbytku pasky stroje M, coz si muze opét vyzadat dva
pruchody touto paskou.

UziteCna délka pasek stroje M je ovSem omezena na t(n) a tudiz uziteCna délka
pasky stroje M, je omezena na k.t(n) + k, tj. O(t(n)).

Simulace jednoho kroku Mj, strojem M je proto v O(t(n)).
Takovych kroku se provede ¢(n) a tudiz M; pfijima L v ¢ase O(t(n)?).
O
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Determinismus a nedeterminismus

Véta 12.2 Je-li jazyk L pfijiman néjakym NTS M,, v Case t(n), pak je také pfijiman
néjakym DTS M, v &ase 2°(m),

Dukaz. (idea) Ukadzeme, jak muze M, simulovat M, v uvedeném Case:
Ocislujeme si pfechody M,, jako 1,2, ..., k.

M, bude postupné simulovat veSkeré mozné posloupnosti prechodu M,, (obsah
vstupni pasky si ulozi na pomocnou pasku, aby ho mohl vzdy obnovit; na jinou
pasku si vygeneruje posloupnost prechodu z {1, 2, ..., k}* a tu simuluje).

Vzhledem k moznosti nekonecnych vypoctu M,, nelze prochazet jeho mozné
vypocty do hloubky — budeme-li je ale prochazet do Sirky (tj. nejdriv véechny
fetézce z {1,2, ..., k}" délky 1, pak 2, pak 3, ...), ur€ité nalezneme nejkratsi
prijimajici posloupnost prechodu pro M,,, existuje-Ii.
Takto projdeme nanejvys O (k') cest, simulace kazdé z nich je v O(t(n)) a tudiz
celkem vyuzijeme nanejvy$ &as O (k'O (t(n)) = 290,

O

% Doposud nikdo nebyl schopen pfijit s polynomialni simulaci NTS pomoci DTS. Zda se
tedy, Ze nedeterminismus pfinasi znacnou vyhodu z hlediska ¢asové slozitosti vypoctu.
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% Zatimco se zda, ze nedeterminismus pfinasi zna¢nou vyhodu z hlediska ¢asové
slozitosti vypoctu, v pripadé prostorové slozitosti je situace jina:

Véta 12.3 (Savitchlv teorém) N Space[s(n)] C DSpacels®(n)] pro kazdou prostorové
zkonstruovatelnou funkci s(n) > lg n.

Dukaz. Uvazme NTS M = (Q, X, 1,9, qo, qr) rozhodujici L(M) v prostoru s(n):
Existuje £ € N zavislé jen na |Q| a |I'| takové, ze pro libovolny vstup w, M projde
nanejvys k°("™) konfiguraci o délce max. s(n).

To implikuje, Ze M provede pro w nanejvys k(") = 25(M9 k krokg.

Pomoci DTS miizeme snadno implementovat proceduru test(c, ¢, 1), ktera
otestuje, zda je mozné v M dojit z konfigurace ¢ do ¢’ v 2* krocich:
procedure test(c,c’, 1)

if (i =0) then return ((c=¢") V (c ]\I—4 c'))
else for all configurations ¢” such that |¢"| < s(n) do
if (test(c,c’;i — 1) Atest(c”,c,i— 1)) then return true
return false
Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

VSimnéme si, Ze rekurzivnim vyvolavanim test vznika strom o vySce i simulujici
posloupnosti svych listdl posloupnost 2* vypocetnich krokd.

Nyni k deterministické simulaci M postaci projit vSechny akceptujici konfigurace
cr takove, ze |cr| < s(n), a overit, zda test(co, ¢y, [s(n)lg k), kde co je poCatecCni
konfigurace.

Kazdé vyvolani test zabere prostor O(s(n)), hloubka rekurze je
[s(n)lg k| = O(s(n)) a tedy celkove deterministicky simulujeme M v prostoru
O(s*(n)).

Dodejme, Ze s(n) muze byt zkonstruovano v prostoru O(s(n)) (jedna se o
prostorove zkonstruovatelnou funkci) a tudiz neovliviuje vySe uvedené uvahy.

% Dusledkem Savitchova teorému jsou jiz dfive uvedené rovnosti:
PSPACE = NPSPACE,
k-EXPSPACE = k-NEXPSPACE.
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Prostor kontra cas

% Intuitivné mazeme fici, Zze zatimco prostor muze ruste relativné pomalu, ¢as muze rust
vyrazné rychleji, nebot’ muzeme opakované prochazet tymiz bunkami pasky — opacné
tomu byt zfejmé nemuze (nema smysl mit nevyuzity prostor).

Véta 12.4 *NSpace[t(n)] C DTime[O(1)™] pro kazdou Gasové zkonstruovatelnou
funkci t(n) > lg n.

Dukaz. D4 se pouzit do jisté miry podobna konstrukce jako u Savitchova teorému — blize
viz literatura. o*
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Viety o kompresi prostoru a zrychleni

Véta 12.5 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS N takovy, Ze

Sar(n)

2
5 +

SN(n) <

Dukaz. (ldea) Abeceda stroje N obsahuje dvojice znaku abecedy stroje M. Obsah pasky
ai,az,...,a, Stroje M pak bude reprezentovan jako

(o))

Véta 12.6 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS N takovy, ze

2

TN (n) < + 2n

Dukaz. (ldea) Stroj N si predpocita vysledky vSech moznych vypoctu délky 2 stroje M.
O
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Uzavrenost vuci doplnku

% Doplnkem tridy rozumime tridu jazyku, které jsou doplhkem jazyku dané tridy. Tedy
oznacéime-li dopInék tfidy C jako co-C, pak L € C < L € co-C. U rozhodovani problému
toto znamena rozhodovani komplementarniho problému (prazdnost x neprazdnost
apod.).

% Prostorové tridy jsou obvykle uzavreny vuci doplniku:
Veéta 12.7 *Jestlize s(n) > lg n, pak N Space(s(n)) = co-N Space(s(n)).

Dukaz. Jedna se o teorém Immermana a Szelepcsényiho — dukaz viz literatura. O

% Pro ¢asové tridy je situace jina:
Nékteré tridy jako P Ci EXP jsou uzavreny vuci doplnku.

U jinych vyznamnych tfid zGstdva otdzka uzavrenosti vici doplnku oteviena. Proto
ma smysl hovotit napf. i o tfidach jako:

co-NP ¢Ci

co-NEXP.
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Véta 12.8 Trida P je uzaviena vuci doplnku.

Dukaz. (idea) Zakladem je to, Ze ukazeme, ze jestlize jazyk L nad X maze byt prijat DTS
M v polynomialnim Case, pak také existuje DTS M’, ktery L rozhoduje v polynomialnim
Case, tj. L = L(M') a existuje k € N takové, zZe pro kazdé w € X* M’ zastavi v Case
O(|w|*):

M' na zaGatku vypocCtu uréi délku vstupu w a vypocte p(|w|), kde p(n) je polynom
urcujici slozitost pfijimani strojem M. Na specialni dodate¢nou pasku ulozi p(|w|)
symbolu.

Nasledné M’ simuluje M, pficemz za kazdy krok umaze jeden symbol z
dodateCné pasky. Pokud odebere z této pasky vSechny symboly a M by mezitim
neprijal, M’ abnormalné ukoncéi vypocet (odmitne).

M' evidentné prijme vSechny fetézce, které pfijme M na to mu staci p(n)
simulovanych kroku a neptijme v8echny fetézce, které by M nepfijal — pokud M
neprijme v p(n) krocich, nepfijme vibec. M’ v§ak vzdy zastavi v O(p(n)) krocich.

0
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Ostrost hierarchie trid

% Z dosavadniho muzeme shrnout, ze plati nasleduijici:
LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP
NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP
NEXP C EXPSPACE = NEXPSPACE C 2-EXP C 2-NEXP C ...
... C ELEMENTARY C PRC R CRE

< Rada otazek ostrosti uvedenych vztah(l pak z(istava oteviena, nicméné z tzv. teorému
hierarchie (nebudeme ho zde presné uvadét, nebot je velmi technicky — zajemci ho
naleznou v literature) plyne, Ze exponencialni ,mezery“ mezi tridami jsou ,ostré*:

LOGSPACE, NLOGSPACE C PSPACE,
P C EXP,

NP C NEXP,

PSPACE C NEXPSPACE,

EXP C 2-EXP, ...

“Bez dukazu jsme doplnili, 72 ELEMENTARY C PR. _
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“Nektere dalsi zajimave vysledky”

Véta 12.9 (Blumuv teorém) Pro kazdou totalni vycislitelnou funkci f : N — N existuje
problém, jehoz kazdé rfeSeni s néjakou slozZitosti ¢(n) muze byt zlepSeno tak, ze nové
reSeni ma slozitost f(¢(n)) pro skoro kazdé n € N.

Dukaz. Viz literatura. O
% V dusledku Blumova teorému tedy existuji problémy jejichz feSeni se slozitosti t(n) je
mozné donekonecna zrychlovat na lg t(n), lg lg t(n), lg lg lg t(n), ...

% Nutnost pracovat s casove zkonstruovatelnymi funkcemi, abychom se vyhnuli napf.

tomu, 2e DTime[f(n)] = DTime[2”™)] pro n&jaké f(n), vyjadfuje nasledujici teorém:

Véta 12.10 (Gap Theorem) Ke kazdé rekurzivni funkci ¢(n) > n existuje rekurzivni
funkce f(n) takova, ze DTime[p(f(n))] = DTimelf(n)].

Dukaz. Viz literatura — zalozeno na konstrukci funkce f takové, ze zadny TS nezastavi
pro vstup déelky n poctem krokt mezi f(n) a ¢(f(n)). O
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Jazyky C-teZké a C-uplné

% AZ doposud jsme tridy pouzivali jako horni omezeni slozitosti problému. VSimnéme si
nyni omezeni dolniho — to zavedeme pomoci redukovatelnosti tridy problému na dany
problém.

Definice 12.7 Necht R je tfida funkci. Jazyk L1 C X7 je R redukovatelny (presnéji R
many-to-one reducible) na jazyk L. C X5, coz zapisujeme L <% Lo, jestlize existuje
funkce f z R takova, ze Vw € X7t w € L1 & f(w) € Lo.

Definice 12.8 Necht R je tfida funkci a C tfida jazykd. Jazyk Lo je C-tézky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize VL € C : L <% L.

Definice 12.9 Necht R je tfida funkci a C tfida jazyku. Jazyk Lo nazveme C-Uplny
(C-complete) vzhledem k ‘R redukovatelnosti, jestlize Lo € C a Lo je C-tézky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti.

% Pro tridy C1 C Cs ajazyk L, jenz je C2-Uplny vuci R redukovatelnosti, plati, ze bud’ C: je
celda R redukovatelna na C1, nebo L € C3 \ Cs.

Slozitost — p.37/52



Nejbeznejsi typy uplnosti

< Uved'me nyni nejbéznégji pouzivané typy uplnosti — vSimneme si, Ze je pouzita
redukovatelnost dostate¢né silna na to, aby bylo mozné najit iplné problémy vaci ni a na
druhou stranu nebyly prislusné tridy trivialné redukovany na jejich (mozné) podtfidy:
NP, PSPACE, EXP Uplnost je definovana vuci polynomialni redukovatelnosti (tj.
redukovatelnosti pomoci DTS pracujicich v polynomialnim ¢ase),

P, NLOGSPACE uplnost definujeme vuci redukovatelnosti v deterministickém
logaritmickém prostoru,

NEXP uplnost definujeme vuci exponencialni redukovatelnosti (tj. redukovatelnosti
pomoci DTS pracujicich v exponencialnim case).

Slozitost — p.38/52



Polynomialni redukce

Definice 12.10 Polynomialni redukce jazyka L1 nad abecedou >; na jazyk L2 nad
abecedou X, je funkce f : X7 — X5, pro kterou plati:

1. Vwe Xl :weli & f(w) € Lo
2. f je vycislitelna DTS v polynomialnim Case.

Existuje-li polynomialni redukce jazyka L, na Ls, fikame, 2e L1 se (polynomialne)
redukuje na L, a piseme L, <% Lo.

Véta 12.11 Je-li L; <% Ly a Ly je ve tfidé P, pak L, je ve tfide P.

Dukaz. Necht M je TuringUv stroj, ktery provadi redukci f jazyka L; na L2 a necht
p(z) je jeho Casova slozitost. Pro libovolné w € L, vypocet f(w) vyZzaduje nanejvys
p(|lw|) krokt a produkuje vystup maximalni delky p(|w|) + |w|.

Necht M, pfijima jazyk L. v polynomialnim ¢ase daném polynomem ¢(z).

Uvazujme Turinguv stroj, ktery vznikne kompozici M ¢ M». Tento stroj prijima jazyk L, tak,
ze pro kazdé w € L, udela stroj MM, maximalne p(|w|) + q(p(|w|) + |w|) kroku, coz je
polynomem ve |w| a tedy L, lezi ve tfide P. O
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Priklad 12.8 Funkce f : {z,y}" — {z,y, 2}* definovana jako f(v) = vzv je polynomialni
redukci jazyka L; = {w|w je palindrom nad {z,y}} na jazyk L: = {wzw"|w € {z,y}*}.

% Pfedchozi véta nam dava praktickou moznost jak ukazat, Ze urcity jazyk je ve tride P.
Navic, preformulujeme-li tuto vetu takto:

Jestlize plati L1 <% L. a Ly neleziv P, pak L- také nelezi v P} “,

muzeme dokazovat, Ze urcCity jazyk neleziv P.
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Priklady slozitosti problému



% Priklady LOGSPACE problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v neorientovaném grafu.

% Priklady NLOGSPACE-Uplnych problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v orientovaném grafu,

2-SAT (SATisfiability), tj. splnitelnost vyrokovych formuli tvaru konjunkce disjunkci
dvou literalu (literal je vyrokova proménna nebo jeji negace), napf.
(561 V —ILE3) A\ (—|CCQ V 1173).

% Priklady P-uplnych problému:
splnitelnost konjunkce Hornovych klauzuli (p Ag A ... At) = u, kde p, g, ... jsOu
atomické formule vyrokové logiky (vyrokové promenné),

nerozhodnutelné v predikatové podobé, ¢astecné rozhodnutelna
nesplnitelnost,

nalezitost retézce do jazyka bezkontextové gramatiky: algoritmus ,CYK*® zalozeny
na dynamickém programovani (Cocke, Younger, Kasami) — O(n?),

topologické usporadani — pofadi uzlu pri pruchodu grafem do hloubky (pro dané
fazeni primych nasledniku).
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% Priklady NP-uplnych problému:
3-SAT a obecny SAT —viz dale,
fada grafovych problému, napft.:
existence kliky dané velikosti,
existence Hamiltonovské kruznice v neorientovaném grafu,
existence orientované Hamiltonovské kruznice v orientovaném grafu,
barvitelnost — Ize dany neorientovany graf obarvit uréitym poctem barev?,

uzlové pokryti neorientovaného grafu mnozinou uzlu o urcité velikosti (tj.
mnozinou uzlu, se kterou souvisi vSechny hrany),

problém obchodniho cestujiciho,

,knapsack” — mame polozky s vahou a hodnotou, maximalizujeme hodnotu tak,
aby vaha neprekrocila uréitou mez.

% Priklady co-NP-uplnych problému:
ekvivalence regularnich vyrazu bez iterace.

Slozitost — p.43/52



% Pfiklady PSPACE-Uplnych problému:
ekvivalence regularnich vyrazu,
nalezitost retézce do jazyka kontextové gramatiky,
inkluze jazyku nedeterministickych koneCnych automatu,

model checking formuli linearni temporalni logiky (LTL — vyrokova logika doplnéna
o temporalni operatory until, always, eventually, next-time) vuci velikosti formule.

% Pfiklady EXP-uplnych problému:
inkluze jazyka bezkontextové gramatiky v jazyce NKA (opa¢na C nerozh.),

inkluze nedeterministickych kone¢nych stromovych automatu, zobecnujicich
prechody KA do podoby p — (q1,. .., qn),

inkluze pro tzv. visibly push-down jazyky (operace push/pop, které provadi
pfijimajici automat, jsou soucasti vstupniho retézce),

nejlepsi tah v Sachu (zobecnéno na Sachovnici n x n),

model checking procesu s neomezenym zasobnikem (rekurzi) vuci zafixované
formuli logiky vétviciho se ¢asu (CTL) — tj. EXP ve velikosti procesu.

% Priklady EXPSPACE-Uuplnych problému:
ekvivalence regularnich vyraz( doplnénych o operaci kvadrat (ij. r2).
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+ k-EXP / k-EXPSPACE:

rozhodovani splnitelnosti formuli Presburgerovy aritmetiky — tj. celoCiselné
aritmetiky se sc¢itanim, porovnavanim (ne nasobenim — to vede na tzv. Peanovu
aritmetiku, ktera je jiz nerozhodnutelna) a kvantifikaci prvniho radu (napf.
Ve,y:x < x4+ y) je problem, ktery je v 3-EXP (2-EXPSPACE-uplny).

% Problémy mimo ELEMENTARY::
ekvivalence regularnich vyrazi doplnénych o negaci,

rozhodovani splnitelnosti formuli logiky WS1S — celoCiselna aritmetika s operaci
+1 a kvantifikaci prvniho a druhého fadu (tj. pro kazdou/existuje hodnota, resp.
mnozina hodnot, takova, ze ... —napf. dA:Vx € A:z + 1 & A),

verifikace dosazitelnosti v tzv. Lossy Channel Systems — procesy komunikujici pres
neomezenou, ale ztratovou frontu (cokoliv se muze kdykoliv ztratit).
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*Prvociselny rozklad”

% Problém rozkladu daného celého Cisla na soucin prvocisel.
% Velmi dulezity problém pro kryptografii.

% Vise, Ze je v NP N co-NP.

% Nevi se, zda je v P, ani zda je NP-uplny.

% Existuje polynomialni algoritmus pro kvantové pocitace.
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SAT-problém
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Problem splinitelnosti — SAT problem

% Necht V = {v1,v2,...,vn} je konecna mnozina Booleovskych promennych (prvotnich
formuli vyrokového poctu). Literalem nazveme kazdou proménnou v; hebo jeji negaci .
Klausuli nazveme vyrokovou formuli obsahujici pouze literaly spojené vyrokovou

spojkou V (nebo).

Priklady klausuli: v1 V02, v2 Vwvs, 71 VU3V vs.

% SAT-problém |ze formulovat takto: Je dana mnozina promeénnych V' a mnozina klausuli
nad V. Je tato mnozina klausuli splnitelna?

% Kazdy konkrétni SAT-problém muzeme zakddovat jedinym fetézcem takto: Necht

V =A{v1,v2,...,vm}, kazdy literal v, zakddujeme retezcem délky m, ktery obsahuje
samé 0 s vyjimkou i-té pozice, ktera obsahuje symbol p, jde-li o literal v;, nebo n, jde-li o
literal 7;. Klausuli reprezentujeme seznamem zakddovanych literall oddélenych
symbolem /. SAT-probléem bude seznam klausuli uzavrenych v aritmetickych zavorkach.

Priklad 12.9 SAT-problém obsahuje proménné v, v2, vs a klausule vy V 3, v2 V vs,
1 V U3 V v2 bude reprezentovana retézcem: (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0).
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% OznaCme Lgsar jazyk obsahujici retézce tohoto typu, které reprezentuji splnitelné
mnoziny klausuli.

Retézec (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0) je prvkem Lsar (v1 = F,va = F,v3 =1T),
na rozdil od fetézce (p00/0p0)(n00/0p0)(p00/0n0)(n00/0n0), ktery je kddem
nesplnitelné mnoziny klausuli v1 V v2, 11 V v, v1 V U2, 11 V V3.

< Pfitazeni pravdivostnich hodnot budeme reprezentovat fetézcem z {p,n} ", kde p v i-té
pozici predstavuje pfifazeni v; ~ true a n v i-té pozici predstavuje prifazeni v; ~ false.

% Pak test, zda urcité hodnoceni je modelem mnoziny klausuli (mnozina klausuli je pro
toto hodnoceni spinéna), je velmi jednoduchy a ilustruje ho obrazek:

V3=true
V2=false — |
v,=false —nnp

nnp nnp nnp

(p00/ON0)  (0p0/00pP)  (n0O/00N/0pO)
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< Na uvedeném principu muzeme zkonstruovat nedeterministicky Turingav stroj, ktery
prijima jazyk Lsar v polynomialnim case. Zvolime 2-paskovy Turinguv stroj, ktery:
1. zacCina kontrolou, zda vstup reprezentuje mnozinu klausuli,
2. na 2. pasku nageneruje retézec z {n, p}™ nedeterministickym zpusobem,
3. posouva hlavu na 1. pasce a testuje, zda pro dané ohodnoceni (na 2. pasce) je
mnozina klausuli splnitelna.

Tento proces muze byt snadno implementovan s polynomialni slozitosti pfijeti v zavislosti
na délce vstupniho fetézce a tedy Lsar € NP.

% Princip ,guess & check® pouzity vySe se ¢asto uziva pri ukazani clenstvi v NP.

Véta 12.12 Cookuv teorém: Je-li L libovolny jazyk z NP, pak L <% Lgar.

Dukaz. ProtoZze L € N P, existuje nedeterministicky TuringQv stroj M a polynom p(x) tak,
ze pro kazdé w € L stroj M prijima w v maximalné p(|w|) krocich. Jadro dukazu tvori
konstrukce polynomialni redukce f z L na Lsar: Pro kazdy fetézec w € L bude f(w)
mnozina klausuli, které jsou splnitelné, prave kdyz M pfijima w. O
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NP-upine jazyky

% Po objeveni Cookova teorému se ukazalo, ze mnoho dalSich NP jazyku ma vlastnost
podobnou jako Lsar, t.j. jsou polynomialnimi redukcemi ostatnich NP jazyku.

% Tyto jazyky se — jak jiz vime — nazyvaji NP-uplné (NP-complete) jazyky.

% Kdyby se ukazalo, zZe libovolny z téchto jazyku je v P, pak by muselo platit P = NP;
naopak diukaz, Zze néktery z nich lezi mimo P by znamenalo P C NP.
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Viyznacne NP-upinée problemy

Satisfiability: Je boolovsky vyraz spinitelny?

Clique: Obsahuje neorientovany graf kliku velikosti £?

Vertex cover: Ma neorientovany graf dominantni mnozinu mohutnosti k?
Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovskou kruznici?
Colorability: Ma neorientovany graf chromatické Cislo k7

Directed Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovsky cyklus?
Set cover: Je dana tfida mnozin Sy, Se, ..., S,. Existuje podtfida £ mnozin
Sirs Sigs -, S, takova, ze s, Si; =UT_, S5 ?

Exact cover: Je dana tfida mnozin S1, S, ..., S,. Existuje mnozinové pokryti (set
cover) tvorené podtfidou po dvojicich disjunktnich mnozin?
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