Vycislitelné funkce



Zaklady teorie rekurzivnich funkci

Budeme se snazit identifikovat takové funkce, které jsou ,spocitatelné®, tj. vycislitelné v

obecném smyslu (bez ohledu na konkrétni vypocetni systém). Abychom snizili extrémni
velikost tridy téchto funkci, ktera je dana také varietou defini¢nich oboru a obort hodnot,
omezime se, uvazujice moznost kodovani, na funkce tvaru:

f:N" - N"

kde N=1{0,1,2,...}, m,n€eN

% Konvence: n-tici (1, x2,...,z,) € N" budeme oznacovat jako =

% Klasifikace parcialnich funkci:
Totalni funkce
Striktné parcialni funkce
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Priklad 11.1 Totalni funkce plus

plus : N X N — N
plus(z,y) =z +y

Priklad 11.2 Striktné parcialni funkce div

div : N X N — N
div(x,y) = cela cast x/y, je-liy # 0
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Pocatecni funkce

Hierarchie vycislitelnych funkci je zaloZzena na dostatecné elementarnich
tzv. pocatecnich funkcich, které tvori ,stavebni kameny“ vy$Sich funkci.

% Jsou to tyto funkce:

1. Nulova funkce (zero function): £() =0
zobrazuje ,prazdnou n-tici“ — 0

2. Funkce naslednika (successor function): o : N — N
o(x)=x+1

3. Projekce (projection): =7 : N" — N
Vybira z n-tice k-tou slozku, napt.: 75(7,6,4) = 6 a 71(5,17) =5

Specialni pfipad: 7§ : N — N°, tj. napf. m5(1,2,3) = ()
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Primitivne rekurzivni funkce

vvvvvv

1. Kombinace:
Kombinaci dvou funkci f : N* — N™ a g : N* — N" ziskame funkci, pro kterou:

fxg:NF— Nt
fxg@ = (f(Z),9(x)), T eN*

Napf.: 73 x 75(4,12,8) = (4, 8)

2. Kompozice:
Kompozice dvou funkci f : N¥* — N™ a g : N™ — N" je funkce, pro kterou:

gof:NF 5 N"
go f(@) =g(f(@), T €N

Napr.:

oo () =
roog()=2
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3. Primitivni rekurze:

Priklad 11.3 Predpokladejme, ze chceme definovat funkci nasobeni
mult : N> — N.
mult(z,y) =z + -+

J/

V.

Yy
Zrejme:
(@) Proy=0platiz«0=0
(b) Proy > 0 je vysledek x + mult(z,y — 1)
Takze funkci mult muZzeme definovat nasledujicim predpisem:

mult(x,0) =0
mult(x,y + 1) = x + mult(z,y)
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Primitivni rekurze je technika, ktera umozfiuje vytvofit funkci f : N*™1 — N™ na zakladé
jinych dvou funkci ¢ : N* — N™ a h : N**™*T1 5 N™ rovnicemi:

f(f7 O) — g(f)
f@y+1)=h(Z,vy f(T,y)), T €N

llustrace schématu vycisleni (pro y = 3):
f(x,3)=h(x,2,f(x,2))

/"
£(X,2)=h(x, L{(X, 1))
>

)
.
.

f()"c,l):h(i,(i,f(i;O))

f(%,0)=g(%)

TIN - Vycislitelné funkce — p.7/23



Priklad 11.4 Uvazujme funkci plus : N* — N. M(zZe byt definovana pomoci primitivni
rekurze takto:

plus(z,0) = 71 ()
plus(xz,y +1) = o o m5(x, y, plus(x, y))
coz vyjadruje:
1. x+0==x
2. 2+ y+1)=(x4+y)+1=0(x+y)

Definice 11.1  Trida primitivnich rekurzivnich funkci obsahuje vSechny funkce, které
mohou byt z poCatecnich funkci vytvoreny:

(a) kombinaci
(b) kompozici
(c) primitivni rekurzi

Véta 11.1 Kazda primitivni rekurzivni funkce je totalni funkci.

Dukaz. Pocate¢ni funkce jsou totalni. Aplikaci kombinace, kompozice a primitivni rekurze
na totalni funkce dostaneme totalni funkce. O
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Priklady primitivne rekurzivnich funkci

Trida primitivné rekurzivnich funkci zahrnuje vétSinu funkci typickych v aplikacich
pocitacu.

< Konvence: Namisto funkcionalnich zapist typu h = plus o (77 x 73) budeme nékdy
pouzivat zapis h(x,y, z) = plus(x, z) nebo h(x,y,z) = x + 2

% Konstantni funkce: Zavedeme funkci «.,,, ktera libovolné n-tici z € N™ priradi
konstantni hodnotu m € N

0 _
Km =0000...000§

J/

~~

m —krat

Pro pron > 0 je k., definovana nasledovné:

n 0 n
Ky, — KRy O T

Napf.: k3(1,1) = m3(1,0,x3(1,0)) = #5(1,0) = 3(1) = r3(0) = K3() =3

Kombinaci funkci k., dostdvame konstanty z N, n > 1
Napf.: k5 x ki(x,y, 2) = (2,5)
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< Funkce nasobeni: mult(z,0) = ki (x)

mult(z,y + 1) = plus(x, mult(z,y))

< Funkce umocriovani:  exp : N* — N - analogicky - viz. cviceni

% Funkce predchudce: pred(0) = &()

pred(y + 1) = mi(y, pred(y))
Poznamka: pred je totalni funkci: pred(0) =0

% Funkce monus: monus(a?, 0) = W% (33)

monus(xz,y + 1) = pred(monus(x,y))

r—y je-Ii x>y

Vyznam: monus(z,y) = {0 iinak

Notace: monus(z,y) = z—y
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1 je-i =y

< Funkce eq (equal): eg(z,y) = {0 je-li x £y

Definice 11.2 eq(z,y) = 1—((y—x) + (z—y)) nebo formalnéji
eq = monus o (k5 X (plus o ((monus o (73 x 7)) x monus o (11 X 73))))

Piiklad 11.5 ¢g(5,3) =1—((3-5)+ (5—-3)) =1—-(0+2)=1-2=0

< Funkce — eq: —eq = monus o (ki X eq) (= 1—eq)
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. cela ¢ast podilu je-li 0
% Funkce quo (quotient): quo(x,y) = N P /Y ) y7
0 je-lli y=20
Tato funkce muze byt definovana primitivni rekurzi:
quo(0,y) =0
quo(x + 1,y) = quo(x,y) + eq(x + 1, mult(quo(z,y),y) + y)
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*Funkce mimo primitivne rekurzivni funkce*

Existuji funkce, které jsou vycisliteIné a nejsou primitivné rekurzivnimi funkcemi. Jsou to
vSechny striktné parcialni funkce (jako div), ale i totalni funkce. Takova totalni funkce byla
prezentovana W. Ackermannem (1928) a nazyva se Ackermannova funkce. Je dana
rovnicemi:

A0, y) =y +1
Az +1,0) = A(x, 1)
Alz+1,y+1) = A(z, Az + 1,y))

Véta 11.2 Existuje totalni funkce z N do N, ktera neni primitivné rekurzivni.

Dukaz.
Definice funkci, které jsou primitivné rekurzivni budeme chapat jako retézce a mizeme je
usporadat v lexikografickém poradi s oznacenim f1, fa,..., fn,...

Definujeme nyni funkci f : N — N tak, Zze f(n) = fn(n) + 1 pro Vn € N\ {0}. f je jasné
totalni a vycislitelna. f vSak neni primitivné rekurzivni (kdyby byla, pak f = f.. pro néjaké
m € N. Pak ale f(m) = fm(m) ane fn,(m)+ 1, jak vyZzaduje definice funkce f).

O
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Definice 11.3 Tr¥ida totalnich vycislitelnych funkci se nazyva p-rekurzivni funkce.

vycislitelné funkce

Iu-rekurzivm’ funkce

primitivné rekurzivni funkce

pocatecni funkce
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Parcialne rekurzivni funkce

K rozsireni tridy vycCislitelnych funkci za totalni vycislitelné funkce zavedeme techniku
znamou pod nazvem minimalizace. Tato technika umoznuje vytvorit funkci f : N — N z

jiné funkce ¢ : N"™' — N pfedpisem, v némz f(z) je nejmensi y takové, Ze:

1. g(T,y)=0
2. ¢g(7,z) jedefinovanaproVvz <y, z € N

Tuto konstrukci zapisujeme notaci:

f(@) = pylg(z,y) = 0]

0 pro =0

Priklad 11.6 f(z) = py[plus(z,y) =0] . f(z) = {nedef Jinak

Piiklad 11.7 div(z,y) = pt[((x + 1)—(mult(t,y) +y)) = 0]

Priklad 11.8 i(x) = py[monus(x,y) = 0] 1j. identicka funkce
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< Funkce definovana minimalizaci je skute¢ne vycislitelna. VypocCet hodnoty f(z)
zahrnuje vypocet ¢(z,0), g(z, 1), . . . tak dlouho, pokud nedostaneme:

(@) g(T,y)=0 (f(T) =)

(b) g(z,2) je nedefinovana  (f(T) je nedefinovana)

Definice 11.4 Trida parcialné rekurzivnich funkci je tfida parcialnich funkci, které
mohou byt vytvoreny z pocatecnich funkci aplikaci:

(a) kombinace

(b) kompozice
(c) primitivni rekurze
(d) minimalizace
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Vztah vycislitelnych funkci a
Turingovych stroju



Turingovsky vycislitelne funkce

Definice 11.5 Turinguv stroj M = (Q, X, T, 6, qo, qr) vyCisluje (pocita) parcialni funkci
foXm =¥, 3 CT,A € X4, jestlize pro kazdé (w1, wa, ..., wn,) € X a
odpovidajici pocate¢ni konfiguraci Awi Aw2A ... Aw,, A* stroj M.

1. vpripadé, Z2e f(wi,...,wn) je definovana, pak M zastavi a paska obsahuje
Avi Ava AL Av, AAA, kde (v1,v2,...,0,) = f(wi, ..., wn)
2. v pripade, ze f(wi,...,wns) neni definovana, M cykli nebo zastavi abnormalnée.

Parcialni funkce, kterou muze pocitat néjaky Turinguv stroj se nazyva funkci Turingovsky
vycislitelnou.

Priklad 11.9
Funkci f(w) = w’ je Turingovsky vy¢islitelna.
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Priklad 11.10
Necht L je libovolny jazyk.

lw| jestlize we L

neni Turingovsky vycislitelna.
0 jestlize w ¢ I JOVEKY VY

Funkce f(w) = {
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Turingovska vycislitelnost a parcialne rekurzivni funkce

Véta 11.3 Kazda parcialné rekurzivni funkce je Turingovsky vycislitelna.

Idea diikazu: pocatecni funkce, kombinaci, kompozici, projekci, primitivni rekurzi i
minimalizaci lze implementovat pomoci Turingova stroje.

Véta 11.4 Kazdy vypocCetni proces provadény Turingovym strojem je procesem vycisleni
néjaké parcialné rekurzivni funkce.

Idea dukazu: viz dalsi slide.

TIN - Vycislitelné funkce — p.20/23



*Idea dukazu”®

Konfiguraci Turingova stroje Ize zakédovat napriklad jako Ctverici nasledujicim zpusobem:
Pro paskovou abecedu definujme funkci ¢ : I' —-< 0, |T'|), c(A) = 0).

Konfiguraci TS Aay . ..an—1a,ab1bs ... b, AY ve stavu ¢; zakbddujeme jako ctverici
Cisel (v soustavé o zakladu I'): (c(a1) ... c(an), c(a), c(bm) . .. c(b2)c(b1),7)
Provedeni prechodu §(q.,a) = (q;, X) na konfiguraci (I, ¢, r, 7) vypoCteme
nasledovne:

X =L : (Il quo |T'|,l mod |T'|, plus(mult(r,|T'|),c), 7)

X = R : (plus(mult(l,|T'|), c),r mod |T'|,r quo |T'|, j)

X =a:(,cla),r,7)
plus, mult, quo a mod jsou primitivne rekursivni .
Pro pfechodovou funkci ¢ je mozné definovat primitivné rekursivni funkci

steps : N* — N* provadéjici jeden krok vypoctu TS. Pro koncovou konfiguraci z je
steps(x) = x.

Déle je mozné definovat funkci final : N* — {0, 1}, ktera vraci 1 pro nekoncovou
konfiguraci a 0 pro koncovou.
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*Idea dukazu”®

Nyni definujme nasledujici primitivné rekursivni funkci provadejici k kroku TS:
stepi(a, b, c,d,0) = (a, b, c,d)

stepi(a, b, c,d, k + 1) = steps(stepi(a, b, c,d, k))

Vypocet pocCtu krokl nutnych k zastaveni TS je pak definovan jako:
nsteps(a, b, c,d) = pk|[final(stepsk(a,b,c,d, k)) = 0]
Konfigurace v Case zastaveni je pak definovana pak:

result(a, b, c,d) = stepk(a, b, c,d, nsteps(a, b, c,d))
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Shrime v obrazku ziskané informace:

vSechny funkce

parcidlné rekurzivni funkce=
Turingovsky vycislitelné funkce

’u—rekurzivm’ funkce

primitivné rekurzivni funkce

pocateCni funkce
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