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Predikatova logika (PL)

4 )

= ¢, ¢ je logicky platna
¢ plati ve vsech mat strukturach, interpretacich symbolii jazyka

napi. = (Vx:x > x) = (1> 1)
alefr1+1=2

.
~

N[

F ¢, ¢ je dokazatelna
ditkaz = sekvence formuli, které jsou axiomy nebo odvozené odvozovacimi pravidly z
predchozich, konéi .
V podstaté syntaktickd manipulace s formulemi. )
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Vlastnosti PL

Platné je prave to, co je dokazatelné.

PL je korektni F ¢ = ¢
PL je aplna EFEeo= Fo

AV

PL je efektivni.

Je mozné Cisté mechanicky ovéfit, co je spravny dikaz.

{w | w je dikazem v PL} je rekurzivni.
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Efektivnost = generovani dikaz

~

Pro efektivni log. systém existuje program Generator diikazii, ktery vypisuje (neko-
necny) seznam dikazd, a kazdy diikaz Casem vypise.

foreach retézec do

if Fetézec je ditkazem then
Vypis fetézec

N .

* Diikaz je fetézec symbolti z kone€né abecedy symboli.

+ Retézce je mozné generovat v abecednim poradi, na kazdy jednou dojde.

* Efektivnost: existuje program, ktery rozhodne, zda je fetézec dikazem.

( V efektivnim systému je {¢ | ¢ je dokazatelna} Eastecné rozhodnutelna. )
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Priklad béhu Generatoru dikazi

o

aa
ab
ac

aab

Xyp =—
X=y—=p
xy == (((, (A——x,, 3

p—=((p—=p)—p), (pP—=(p—=p)—=(p—p)), VxVyx=y

Proletél mi zubr zdi, myslel, ze to ubrzdi. (Plihal)

p—((p—p)—p); (P—((P—P)—pP)—((P—(P—P))—(P—P)), (P—(P—P)—(P—P))

............................................. dikaz....ccoovviiiiiiiiiiiiiiiii, (Vxx>x)—(1>1)
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Efektivnost + korektnost + Gplnost = rozhodovani platnosti

Tedy umime fesit ,,Entscheidungsproblem”.

Pro PL tedy existuje program Rozhodovac platnosti formuli. Pro danou ¢:

Spust Generator diikazi.
if Generator vypsal diikaz ¢ then ¢ je platna
if Generator vypsal diikaz —p then ¢ neni platna

+ Uplnost zarucuje, ze program skon¢i, protoze:

- Pro kazdou vétu mame = ¢, nebo = —p (z def. sémantiky).
- Z uplnosti proto I ¢, nebo - —p.

* Korektnost zarucuje, ze odpovéd je spravna.
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Prvoradové teorie

* Rozhodovani platnosti v Cisté PL jesté neni vyhra.
Umime jen dokazovat logickou platnost formuli jako Vx x > x — 1 > 1.

* 14 1 =2 ale neni logicky platna formule, neplati ve viech interpretacich.

* Chceme dokazovat a rozhodovat, jestli 1 + 1 = 2 je platna v pfirozenych Cislech
(t.j. kdyz 1, 2, a + jsou interpretovany, jak jsme zvykli).
* Zajimaji nas pravdy o konkrétnich matematickych strukturach.

Teorie, mnozina specialnich axiomi, definuje vlastnosti matematickych struktur.
x T = ¢, ¢ plati ve viech strukturach, které spliuji axiomy T.
x T F ¢, ¢ je dokazatelnd z axiomi T.
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Peanova aritmetika Tpa

1. Vx—=(S5(x) =0) (nula je prvni)
2. ¥xy(S(x) =S(y) > x=1y) (kazdy ma jiného naslednika)
3. pro formule ¢ jazyka Tpa s jednou volnou proménnou:

[0(0) A (Vx(p(x) = ©(5(x))))] = Vx (¢(x)) (axiom indukce)
4. Vx(x +0=x) (0 je neutralni k +)
5. Vxy(x + S(y) = S(x+y)) (def. scitani
6. Vx(x-0=0) (0 je nulova k -)
7. ¥xy(x-S(y) =x-y+x) (def. nasobeni)

Hura, umime fict, ze 1 + 1 = 2 plati.
1 1 2
Tea E5(0) + S(0)=5(5(0))
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Vlastnosti teorii

Rozumna teorie T je
« efektivni: T (mnozina axiomi) je rekurzivni.

* bezesporna: nikdy T F ¢ a zaroven T F —p.

( V efektivni teorii je {¢ | T F ¢} Castecné rozhodnutelna. )

Kdyz T definuje strukturu presné (jediny model az na izomorfismus),
nebo v ni neni mozné vyjadrfit rozdil mezi riiznymi modely, pak je

x aplna: T+ ¢ nebo T F —p.

Gddelova tplnost pro prvoradové teorie:
TEpprave kdyz TE ¢
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Rozhodnutelna teorie

( Teorie je rozhodnutelna, pokud {¢ | T |= ¢} je rozhodnutelna (rekurzivni). )

Pro efektivni, bezespornou a aplnou teorii je {¢ | TF ¢} ={¢ | T = ¢} rozhodnutelna
(rekurzivni) monzina. (generator Casem vygeneruje ditkaz ¢ nebo =)

Efektivni, bezesporna a aplna teorie je rozhodnutelna.
Efektivni a bezesporna teorie je €astecné rozhodnutelna.

Sporna teorie je rozhodnutelna trivialng, protoze kazda formule je jejim disledkem.
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Nelplnost a nerozhodnutelnost

Gddel: Teorie PL, ktera zahrnuje Peanovu aritmetiku, nemiize byt Gplna.
V PL neni mozné presné definovat, co jsou pfirozena cisla
(ani v zadném jiném korektnim a efektivnim axiomatickém systému).

N
_/

Turing: Existuji problémy, které nejsou obecné algoritmicky resitelné.
(jako problém zastaveni)

Tyto dva vysledky tésné souviseji.
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Diikaz a vypocet

« Dikaz a vypocet jsou velmi podobné véci:
- Je to sekvence formuli | konfiguraci,
- které jsou bud axiomy / inicialni konfigurace
- nebo jsou odvozeny z pfedchozich pomoci jednoduchych mechanickych
odvozovacich pravidel | pravidel danych prechodovou funkci.

« Da se ukazat, ze:
- Dokazatelnost aritm. formule mizeme redukovat na zastaveni Turingova stroje
(generator diikazi).
- Zastaveni Turingova stroje miizeme redukovat na platnost aritm. formule
(ukazeme na dalSim slajdu).
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule

Méjme DTS M ktery, pro jednoduchost, nikdy neskonéi abnormalné.

Sestrojime aritm. formuli ¢ platnou pravé tehdy, kdyz M zastavi na slové w = ay - - - a,.
Bude definovat vztah mezi stavem S(k) v kroce k vypoctu, pozici hlavy H(k) v kroce k, a
znakem Z(k, p) v kroce k na poli pasky p:

OM = Qinit N oA N Pstop, kde

n+1

©init = 5(0) = goAH(0) =1AZ(0,1) = AA(A Z(0,p) = ap)AN(Vp>n+1:2Z(0,p) =A)
p=2

oA =YKYp N\ @(qa), kde pokud 0(q,a) = (¢, X),X € {L,R} UL, potom

qeQ,acl
P(q,0) = (S(k) =qAH(k) =pnZ(k p)=a)—
(stk+1)=¢)AHKk+1)=p ANZ(k+1,p)=aA
Vp'#p:Z(k+1,p) = Z(k,p))
X pokud X € &
a pokud X € {L,R} ~

p pokud X € ¥
kde p =< p+1 pokud X =R , a’:{
p—1 pokud X =1L
Ystop = Ik 1 S(k) = gr
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule

©M je platna pravé tehdy, kdyz T zastavi na w.

\

~

W,
~

Tedy, platnost aritmetickych formuli nemtize byt rozhodnutelna,
protoze potom by byl rozhodnutelny problém zastaveni.

Tpa nemiize byt aplna, protoze pak by platnost aritm. formuli byla rozhodnutelna.

Stejné ani zadné rozsifeni Tpa (efektivni a bezesporné), ani jakykoliv jiny efektivni a
korektni systém charakterizujici aritmetiku pfirozenych Cisel presnéji, nemiize byt aplny.

y,
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Kostra Godelova dtikazu

Godel jesté nemél Turingovy stroje. Podafilo se mu ale ,,programovat” v aritmetice.
Hlavni myslenkou je konstrukce formule, ktera, velmi neformalng, rika , Nejsem dokazatelna®.
Na to je potfeba do s¢itani a nasobeni zakédovat formule a dikazy.

* Kazdy symbol ¢ je kédovan &islem. Formule ¢ je tedy zapsana jako slovo
W, = a1 ---ap € N*, a je kédovana Gédelovym cislem

G(p) =27 -3%2.5% . pas... pan kde p; je i-té prvocislo.

« Kédovani ¢ do G(p) a dekédovani je popsatelné aritmetickymi formulemi.

* Diikaz je sekvence formuli, a ma tedy také své Godelovo Eislo.

« Aplikace odvozovacich pravidel je popsatelna aritmetickymi formulemi.

« V aritmetice je mozné definovat predikat D tak, ze D(m, n) plati, pravé kdyz m je kédem
dtkazu formule (G (p)), kde n je Cislo formule (x)
(¢(x) je formule s jednou volnou proménnou, za kterou je v ¢(G(p)) dosazeno G(y)).

« Necht 1(x) je formule =3y D(y, x).

« Formule (G (v)) : =3y D(y, G(v))) komplikované fika ,Nejsem dokazatelna".

- (G(v)) je dokazatelna. Pak podle definice D neexistuje ditkaz ¥(G())).
- —p(G()) je dokazatelna. Pak podle definice D existuje ditkaz ¢(G(3))). Spor.
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Podobnost Godelova a Turingova diitkazu

4 )

Gédel: Nemiizeme dokazat nebo vyvratit kazdou formuli.
Sporem. Formule 1(x) : =3y D(y, x) fika, ze formule s G. Cislem x neni dokazatelna,
pokud je x dosazeno za jeji volnou proménnou.
« 1(G()) je dokazatelna. Pak, podle definice 1, neexistuje ditkaz ¥(G(1))).
L « —p(G (1)) je dokazatelna. Pak, podle definice v, existuje ditkaz ¥(G(1))). )
N

Turing: Nemiizeme rozhodovat problém zastaveni.
Sporem. TS M, ktery zastavi, pravé kdyz jeho vstup je kédem TS, ktery nezastavi na
vlastnim kédu.

* M((M)) zastavi. Pak, podle definice M, M nezastavi s vlastnim kédem na vstupu.

« M((M)) nezastavi. Pak, podle definice M, M zastavi s vlastnim kédem na vstupu.

NS W
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Za véechno m@ze sebereference?

x Krétan: Ted lzu.

Russel: Je mnozina mnozin, které nejsou prvkem sama sebe, prvkem sama sebe?

*

* Godel: Je formule ,Nejsem dokazatelna." dokazatelna?

« Turing: Stroj M zastavi na kédu stroje M’ pravé tehdy, kdyz M’ nezastavi na vlastnim
kédu. Zastavi M na vlastnim kédu?
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O ¢em premysleji vrany na elektrickém vedeni

Je mozné logicky zdavodnit (dokazat) vsechno, co je pravda?

(napf. o prirozenych Cislech?)

Uz vime, ze to nejde v zddném jednom rozumném axiomatickém systému.
Mizeme ale dokazovci systémy dal vyvijet, napf. objevovat nové axiomy, které ndm umozni
dokazat vice a vice formuli.

Mazeme tak Casem dokazat nebo vyvratit cokoliv?

Dvé moznosti:

1. Proces vymysleni novych axiomi a systémii je také vypoctem stroje s Turingovskou silou.
Pak je to jen komplikovany TS generujici teorémy.
Aplikuji se tedy véty o nedplnosti a nerozhodnutelnosti:
Nemtizeme dokazat kazdou platnou formuli. Existuji nepoznatelné pravdy.

2. Pokud mizeme kazdou formuli nékdy néjak logicky zdiivodnit, dokazat, pak je lidské
pfemysleni a vyvoj procesem s vétsi nez Turingovskou silou.
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Poznamky a cviceni pojmd

« Uplnost teorie implikuje rozhodnutelnost (generatorem teorémii a ditkazi).
Ne naopak. Teorie miize byt rozhodnutelné, tj., existuje algoritmus rozhodujici platnost
v teorii, a stale nedplna.

« Cista prvoradova logiky s rovnosti (axiomy rovnosti: reflexivita, funkéni a predikatova
kongruence) je neiiplna (napf. jednoprvkovy vs. nekoneény model a formule
VxVy(x = y), je mozné ji zaplnit pridanim axiomu specifikujiciho velikost domény).

Je ale rozhodnutelna (Leopold Léwenheim, 1915).

+ Uplnost a , pfesnost definice” neni presné to stejné. Peanova aritmetika je netplna, ale
Presburgerovat aritmetika (Peanova aritmetika bez nasobeni) je Gplna. Protoze Tpa je
nedplna, ma vice modelt, a Protoze presburgerova aritmetika je podmnozinou specialnich
axiomd Tpa, musi mit také vice modeldl. Presburgerova aritmetika je ale uplna, protoze
rozdil mezi riiznymi modely se v ni neda vyjadrit.

+ Uplna teorie je rozhodnutelné generatorem teorémii/diikazii, ale vétsinou existuje i
mnohem efektivnéjsi algoritmus. Napriklad pro Presburgerovu aritmetiku.

Souvislost nelplnosti a nerozhodnutelnosti Souvislost poéitani a dokazovani 21 /21



	Opakování
	Souvislost neúplnosti a nerozhodnutelnosti

