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* Godel: aritmetika nemiize byt aplna, Turing: zastaveni se neda rozhodnout.
* Jak to spolu souvisi?
« Jak to ... 7
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Nelplnost a nerozhodnutelnost

Godel:
Bezesporna teorie zahrnujici Peanovu aritmetiku nemiize byt syntakticky aplna.
(Existuji pravdivé formalné nedokazatelné véty o artimetice prirozenych Cisel.)
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Nelplnost a nerozhodnutelnost

Godel:
Bezesporna teorie zahrnujici Peanovu aritmetiku nemiize byt syntakticky aplna.
(Existuji pravdivé formalné nedokazatelné véty o artimetice prirozenych Cisel.)

Turing:
Problém zastaveni je nerozhodnutelny.
(Existuji algoritmicky nefesitelné problémy.)
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Seberefence

« Athénané nikdy nelzou, Krétané vzdy Izou. Kdo miize fict ,,Pravé 1zu."?

*

., Tato véta neni dokazatelna.” Je to pravdiva véta? Je dokazatelna?
* M je mnozina mnozin, které nejsou prvkem sama sebe. Je M prvkem sama sebe?

* Stroj T zastavi na kédu stroje T’ pravé tehdy, kdyz T’ nezastavi na vlastnim kédu.
Zastavi T na vlastnim kédu?
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Cast |

Godelav ditkaz prvni véty

Goddelav ditkaz prvni véty Nedplnost a nerozhodnutelnost 5 /32



Syntaxe a sémantika PL v rychliku

* Jazyk L — mnozina proménnych, predikatovych a funkénich symboli s aritami.
« Term —t = x| f(x1,...,%n) pro n-arni f
« Formule — ¢ ::= p(t1,...,ty) | =(¢) | ¢ A ¢ | 3Ix(p) pro n-arni p

« Interpretace/realizace | jazyka L — funkce o pfiradi prvky z domény D; proménnym,
relace pred. symboliim, funkce funkénim symbolam.

s« ay(f(xt,...,xn) = ay(f)(ay(x1),...,a/(xn)) pro n-arni f

« | = p(tr,...,tn) < ((t1),...,a(tn)) € ay(p) pro n-arni p

s TEopNppelEpral e

« lE-pelEe

* | = Ixp & I[x/v] = ¢ pro n&jaké v € Dy, kde I[x/v] je jako I, jen ay/)(x) = v.
(pfedp. ze x je volna v ¢)
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Diikazovy systém predikatové logiky

+ Schéma axiomii kvantifikatoru:

* Schémata vyrokovych axiomii Neni-li x volné ve ¢, pak

(A1) 0= (1 = ) (Vx(p = ¥)) = (¢ = (Vxv))
gﬁg; (¢ 7 (;/)’ - 77)))H (((Ep J v) 7 (901/; ) x Schéma axiomii substituce:
= =p) = (-9 = @) = -
kde ¢, 1, jsou formule PL. (Vx @) = p[x/t]

kde t je term substituovatelny za x do ¢.

x Axiomy rovnosti:
Pro libovolné funkéni a predikatové symboly f/n a p/n a proménné x, x1, ..., Xn, Y1, -, ¥n

X=X
x1=y1 = (X =Yn = F(xt,. ;%) =V, vy ¥n)--")
xi=y1 = (. Xa=Yn = p(Xt,-. .y, %) = PWV1y-c 3 ¥n)---)

* Pravidlo Modus ponens: « Pravidlo zobecneni (generalizace):

Z predpokladt ¢ a (¢ — ) odvodime zavér ). Z predpokladu ¢ odvodime zavér (Vxy).
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Peanova aritmetika Tpa

1.
2.
3.

Vx =(S(x) = 0)
Vxy(S(x) = S(y) = x =)
pro formule ¢ jazyka Tpa s jednou volnou proménnou:

[£(0) A (Vx(io(x) = (S(x))))] = ¥x (o(x))

(nula je prvni)
(kazdy ma jiného naslednika)

(axiom indukce)

-

4. ¥x(x+0=x) (0 je neutralni k +)
5 Vxy(x+ S(y) = S(x+y)) (def. scitani)
6. Vx(x-0=0) (0 je nulova k -)
7. ¥xy(x-S(y) =x-y+x) (def. nasobeni)
’ i ’ )
Diikaz formule ¢ z mnoziny predpokladii T,
je sekvenci formuli ¢1,...,pn,
kde o, = apro kazdé j: 1< i <n,
formule ¢; je axiomem nebo prvkem T
nebo vznikla z @1, ... p;_1 aplikaci odvozovacich pravidel.
Piseme T | ¢.
J
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« Model teorie: interpretace M, kde M = ¢ pro viechny spec. axiomy ¢ € T.
« Logicky disledek teorie. T |= ¢: ¢ je platna ve viech modelech T.
« Dokazatelnost v teorii. T | (: Existuje ditkaz ¢ z pfedpokladil T.

« PL je korektni: Pokud T F ¢, potom T = ¢.
« PL je sémanticky dplna: Pokud T = ¢, potom T F . (Godel)

* PL je efektivni: Mnozina diikazl je rozhodnutelna.

«x Bezespornost: neni mozné Ty a T F —p.
« Efektivnost: mnozina axiomi je rozhodnutelna (a tedy i mnozina dikaza v T).

« Syntakticka daplnost: pro uzav. formuli, bud T I ¢ nebo T F —.

* Tpa je efektivni a bezesporna.
« Neni aplna (Godel).
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Princip diikazu na prikladu
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.
% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.
% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
« Vyroky maji vyznam:

- P(X): X je tisknutelny.

- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).

- =V: neni pravda, ze V.
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.
Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
Vyroky maji vyznam:

- P(X): X je tisknutelny.

- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).

- =V: neni pravda, ze V.

*

*

*

Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.
Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
Vyroky maji vyznam:

- P(X): X je tisknutelny.

- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).

- =V: neni pravda, ze V.

*

*

*

Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.

( Miaze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.

% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
* Vyroky maji vyznam:
- P(X): X je tisknutelny.
- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).
- =V: neni pravda, ze V.
* Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.
( Miaze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )

* Formule, ktera implikuje netisknutelnost sebe sama?
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.

% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
* Vyroky maji vyznam:
- P(X): X je tisknutelny.
- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).
- =V: neni pravda, ze V.
* Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.
( Miaze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )

* Formule, ktera implikuje netisknutelnost sebe sama?

—PN(~PN)
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.

% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
* Vyroky maji vyznam:
- P(X): X je tisknutelny.
- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).
- =V: neni pravda, ze V.
* Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.
( Miaze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )

* Formule, ktera implikuje netisknutelnost sebe sama?

PN(=PN) { Nepravdiva, tedy tisknutelna. Spor s korektnosti.
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Princip diikazu na prikladu

* Stroj tisknouci fetézce z {—, N, P, (,), }*.

% Retézce formy P(X), =P(X), PN(X) a =PN(X) jsou vyroky (kde X je fetézec).
* Vyroky maji vyznam:
- P(X): X je tisknutelny.
- PN(X): norma X je tisknutelna. Norma fetézce X je fetézec X(X).
- =V: neni pravda, ze V.
* Systém je korektni. Tiskne pouze pravdivé vyroky.
( Miaze systém byt Gplny? Byt schopen vytisknout viechny pravdivé vyroky? )

* Formule, ktera implikuje netisknutelnost sebe sama?

Nepravdiva, tedy tisknutelna. Spor s korektnosti.

~PN(=PN) { Pravdiva, tedy netisknutelna.
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Zakladni pozorovani: Jména Cisel a ¢isla slov

* Formalni zapisy jako formule, diikazy, popisy Turingovych stroji ... jsou slova nad
konecnou abecedou.

« Slova se daji usporadat, tfeba abecedné, a €islovat. zapisu item Napf. islo slova je
hodnota jeho ASCI zapisu interpretovaného jako binarni Eislo.

« Mizeme mluvit o Cisle slova a Cislovce (slové/jméné Cisla).
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Sebereference, abstraktni systém

Abstraktni formalni systém

*x E je mnozina vyrazii, slov nad néjakou konecnou abecedou. Expressions
x S C E je mnozina vyroki. Sentences
x T je mnozina pravdivych vyrokii. True sent.
* P C V je mnozina dokazatelnych vyroki. Proovable
* R C V je mnozina vyvratitelnych vyrokii. Refutable

« H C E je mnozina predikatd, kde pro kazdé h € H a n € N, h(n) je vyrok.
« Korektnost: PC T, RC V\ T.
* Syntakticka aplnost: V = PUR.
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Sebereference, notace
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Sebereference, notace

« OCcislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).
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Sebereference, notace

« OCcislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).

x E, znaCi vyraz s G. Cislem n.
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Sebereference, notace

« OCcislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).
x E, znaCi vyraz s G. Cislem n.

« Vyraz E,(n) nazyvame diagonalizaci n.
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Sebereference, notace

*

Ocislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).

x E, znaCi vyraz s G. Cislem n.

*

Vyraz E,(n) nazyvame diagonalizaci n.

*

Predikat p vyjadruje mnozinu A C N, pokud n€ A<« p(n) € T.
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Ocislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).

x E, znaCi vyraz s G. Cislem n.

*

Vyraz E,(n) nazyvame diagonalizaci n.

*

Predikat p vyjadruje mnozinu A C N, pokud n€ A<« p(n) € T.

% A znacime komplement N\ A mn. A.
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Sebereference, notace

*

Ocislujeme vyrazy: Necht kazdy vyraz e ma Gédelovo cislo G(e).

x E, znaCi vyraz s G. Cislem n.

*

Vyraz E,(n) nazyvame diagonalizaci n.

*

Predikat p vyjadruje mnozinu A C N, pokud n€ A<« p(n) € T.

% A znacime komplement N\ A mn. A.

*

Pro ACN, A* je mnozina takova, ze n € A* <+ E,(n) € A.
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz;
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz:
* Necht je T vyjadritelna.
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz:
* Necht je T vyjadritelna.
« Z G2 je T vyjadfitelna.
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz

G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.

G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz;

* Necht je T vyjadritelna.

« Z G2 je T vyjadfitelna.

« Z G1 je T* vyjadfitelna.

Goddelav ditkaz prvni véty
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz:

Necht je T vyjadritelna.

Z G2 je T vyjaditelna.

Z Gl je T* vyjadfitelna.

Necht Z vyjadfuje T* a necht G(Z) =z

Z(n) vyjadfuje, ze predikat aplikovany na vlastni G. Cislo n neni pravdivy.

*

*

*

*

*

Z(z) fika ,,Jsem nepravdiva.”
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Tarski: V systému se sebereferenci nevyjadfime pravdivost

Dostatecné expresivni systém nemiize vyjadfit pravdivost vlastnich vyroka. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.

Dikaz:

Necht je T vyjadritelna.

Z G2 je T vyjaditelna.

Z Gl je T* vyjadfitelna.

Necht Z vyjadfuje T* a necht G(Z) =z

Z(n) vyjadfuje, ze predikat aplikovany na vlastni G. Cislo n neni pravdivy.

*

*

*

*

*

Z(z) fika ,,Jsem nepravdiva.”
Z2(z2)eTezeT* o Z(z)e T Z(z) ¢ T Spor.

*
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Sebereference a nedplnost

C Pokud je P* vyjadFitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )
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Sebereference a nedplnost

C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dikaz:
« Necht H vyjadiuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, neni dokazatelna.
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C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dikaz:
« Necht H vyjadiuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, neni dokazatelna.
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Sebereference a nedplnost

C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dukaz:
« Necht H vyjadiuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, neni dokazatelna.
« H(h) rikd ,,Nejsem dokazatelna.”
x H(h) & T, potom H(h) € P z definice H(h). To by byl spor s korektnosti.
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Sebereference a nedplnost

C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dikaz:
« Necht H vyjadiuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, neni dokazatelna.
« H(h) rikd ,,Nejsem dokazatelna.”

x H(h) & T, potom H(h) € P z definice H(h). To by byl spor s korektnosti.
Tedy H(h) € T, a z definice H(h), H(h) ¢ P. H(h) je pravdiva nedokazatelna formule.
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Sebereference a nedplnost

C Pokud je P* vyjadfitelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dikaz:
« Necht H vyjadiuje P* a h = G(H).
H(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, neni dokazatelna.
« H(h) rikd ,,Nejsem dokazatelna.”

x H(h) & T, potom H(h) € P z definice H(h). To by byl spor s korektnosti.
Tedy H(h) € T, a z definice H(h), H(h) ¢ P. H(h) je pravdiva nedokazatelna formule.

Dostatecné expresivni systém nemize byt aplny. Staci, kdyz
Gl A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
G3 P je vyjadritelna.
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Sebereference a netplnost verze 2

( Pokud je R* vyjadritelna a systém je korektni, potom neni aplny. )

Dikaz:
« Necht K vyjadfuje R* a k = G(K).
K(n) vyjadfuje, ze E, aplikovana vlastni Cislo, n, je vyvratitelna.
« Potom K(k) fika ,Jsem vyvratitelna.”

x K(k) € T, potom K(k) € R z definice K(k). To by byl spor s korektnosti.
Tedy K(k) ¢ T, a z definice K(k), K(k) ¢ R. K(k) je nepravdiva nevyvratitelna formule.

Dostatecné expresivni systém nemdize byt aplny. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
G3' R je vyjadritelna.
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Kostra Godelova diikazu
Vime, ze dostatecné expresivni systém nemdize byt Gplny. Staci, kdyz
G1 A* je vyjadritelna pro kazdou vyjadritelnou A.
G2 A je vyjadritelna pro kazdou vyjadfitelnou A.
G3 P je vyjadritelna.
Goddel dokazal, ze systém Tpy je dostatecné expresivni.
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Slovo w = ag - - - a, € N*, je zapisem Gdodelova cisla ve tfinactkové soustavé:
G(w) = (a0 * 13") + (a1 * 13" 1) + - + (2, % 13°)
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Kostra Godelova diitkazu: G2
Pro vyjadritelnou A je A* vyjadritelna:
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+ Konkatenace je vyjadfitelna. G(u.v) = G(u) * 13V 4+ G(v). Znac¢ime G(u) o G(v).
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n

A~
* Necht 7 je &islovka s hodnotou n. i je 0”"". Proto G(71) = 13".
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* Necht 7 je &islovka s hodnotou n. i je 0”"". Proto G(71) = 13".
« G(Ee(n)) je vyjadritelné na zakladé e a n:
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Kostra Godelova diitkazu: G2
Pro vyjadritelnou A je A* vyjadritelna:

*

Konkatenace je vyjadfitelna. G(u.v) = G(u) * 13V 4+ G(v). Znacime G(u) o G(v).
Musime jen vyjadrit |v| jako funkci G(v) ...

/L
Necht 7 je &islovka s hodnotou n. i je 0”". Proto G(A) = 13".
G(Ec(n)) je vyjadritelné na zakladé e a n:
Pokud E. ma volnou proménnou v, E¢(n) je ekvivalentni Vv(v = 71 — E.).
G(Ee(n)) =ko13"080e03

13" 8 e 3

Vviv="n — E. )

e

Pro predikat F vyjadfujici A, A* je vyjadfena predikatem F* definovanym jako
F(x) =
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Zbytek Godelova ditkazu

Zbyva ,jen" formulemi aritmetiky
* vyjadrit |w| jako funkci G(w),
 vyjadfit x¥ v Tpa (pomoci nasobeni a séitani),
« vyjadrit P.
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Zbytek Godelova ditkazu

Zbyva ,jen" formulemi aritmetiky
* vyjadrit |w| jako funkci G(w),
 vyjadfit x¥ v Tpa (pomoci nasobeni a séitani),

« vyjadrit P.

Technicky velmi komplikované, zvlast vyjadrit P.

Je treba definovat predikat D takovy,

ze D(m, n) pravé kdyz m je G. Cislem ditkazu formule s G. Cislem n.
P je potom vyjadrena predikatem 3Im D(m, n).
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Cast Il

Dokazovani a pocitani
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Efektivnost = generovani dikaz

Pro efektivni log. systém existuje program Generator diikazii, ktery vypisuje (neko-
necny) seznam dikazd, a kazdy dikaz ¢asem vypise.

foreach retézec do

if retézec je diikazem then
vypis retézec

~
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Pro efektivni log. systém existuje program Generator diikazii, ktery vypisuje (neko-
necny) seznam dikazd, a kazdy dikaz ¢asem vypise.

foreach retézec do

if retézec je diikazem then
vypis retézec

N _/

* Duikaz je retézec symbolil z kone¢né abecedy symbold.

+ Retézce je mozné generovat v abecednim poradi, na kazdy jednou dojde.

* Efektivnost: existuje program, ktery rozhodne, zda je fetézec dikazem.
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Pro efektivni log. systém existuje program Generator diikazii, ktery vypisuje (neko-
necny) seznam dikazd, a kazdy dikaz ¢asem vypise.

foreach retézec do

if retézec je diikazem then
vypis retézec

N W,

* Duikaz je retézec symbolil z kone¢né abecedy symbold.

+ Retézce je mozné generovat v abecednim poradi, na kazdy jednou dojde.

* Efektivnost: existuje program, ktery rozhodne, zda je fetézec dikazem.

( V efektivnim systému je {¢ | ¢ je dokazatelna} ¢astecné rozhodnutelna. )
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Efektivnost + korektnost + synt. Gplnost = rozhodovani platnosti

Tedy umime fesit ,,Entscheidungsproblem”.

Pro PL tedy existuje program Rozhodovac platnosti formuli. Pro danou ¢:

Spust Generator dikazi.
if Generator vypsal diikaz ¢ then ¢ je platna
if Generator vypsal ditkaz —¢ then ¢ neni platna

* Uplnost zarucuje, Ze program skonéi, protoze:

- Pro kazdou vétu mame = ¢, nebo = —¢ (z def. sémantiky).
- Ze sémantické aplnosti proto - ¢, nebo F —p.

* Korektnost zaruCuje, ze odpovéd je spravna.

Dokazovani a poéitani Nedplnost a nerozhodnutelnost
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Rozhodnutelna teorie

( Teorie je (castecne) rozhodnutelna, pokud {¢ | T |= ¢} je (Castecné) rozhodnutelna. )
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( Teorie je (castecne) rozhodnutelna, pokud {¢ | T |= ¢} je (Castecné) rozhodnutelna. )

Pro efektivni, bezespornou a aplnou teorii je {¢ | TF ¢} ={¢ | T | ¢} rozhodnutelnd mn.
(generator Casem vygeneruje ditkaz ¢ nebo —p)
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Rozhodnutelna teorie

( Teorie je (castecne) rozhodnutelna, pokud {¢ | T |= ¢} je (Castecné) rozhodnutelna. )

Pro efektivni, bezespornou a aplnou teorii je {¢ | TF ¢} ={¢ | T | ¢} rozhodnutelnd mn.
(generator Casem vygeneruje ditkaz ¢ nebo —p)

Efektivni, bezesporna a aplna teorie je rozhodnutelna.
Efektivni a bezesporna teorie je €astecné rozhodnutelna.

Sporna teorie je rozhodnutelna trivialné, protoze kazda formule je jejim disledkem.
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Diikaz a vypocet

« Diikaz /vypocet jsou velmi podobné véci:
- Je to sekvence formuli | konfiguraci,
- které jsou bud axiomy / inicialni konfigurace
- nebo jsou odvozeny z pfedchozich pomoci jednoduchych mechanickych
odvozovacich pravidel | pravidel danych prechodovou funkci.
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Nerozhodnutelnost HP jako instance abstraktni Tarského véty
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Nerozhodnutelnost HP jako instance abstraktni Tarského véty

Abstraktni formalni systém, instanciovany pro Turingovy stroje

*x E je mnozina vyrazl — retézcl.
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x S C E je mnozina vyroki — formy M(n) kde M je zapis TS.
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G1: pro vyjadritelnou A je také A* vyjadritelna:
« Necht stroj M vyjadfuje A (zastavi pravé pro elementy A).

« Potom A* je vyjadiena strojem M*, ktery pro vstup n simuluje M na M,(n).

(konstrukce M, na zakladé n je mozna, viz kédovani TS).
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Nerozhodnutelnost HP jako instance abstraktni Tarského véty

Abstraktni formalni systém, instanciovany pro Turingovy stroje
*x E je mnozina vyrazl — retézcl.
x S C E je mnozina vyroki — formy M(n) kde M je zapis TS.
« T C S je mnozina pravdivych vyrokd — vyroka M(n) kde M zastavi na n.
« H C E je mnozina predikatd — kédi TS. Pro M € H a n € N je M(n) vyrok.

G1: pro vyjadritelnou A je také A* vyjadritelna:
« Necht stroj M vyjadfuje A (zastavi pravé pro elementy A).

« Potom A* je vyjadiena strojem M*, ktery pro vstup n simuluje M na M,(n).
(konstrukce M, na zakladé n je mozna, viz kédovani TS).

T tedy neni vyjadfitelna, neexistuje TS K, ktery zastavi na M(n) pravé tehdy, kdyz M

nezastavi na n. Problém zastaveni nemiize byt rozhodnutelny, protoze jinak by K bylo mozné
sestrojit jako komplementaci Gplného stroje, ktery jej rozhoduje.
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Podobnost Godelova a Turingova diitkazu

4 N

Gédel: Nemiizeme dokazat nebo vyvratit kazdou formuli.
Sporem. Formule ¢(x) : =3y D(y, x) fika, ze formule s G. Cislem x neni dokazatelna,
pokud je x dosazeno za jeji volnou proménnou.

« (G (1)) je dokazatelna. Pak, podle definice v, neexistuje ditkaz ¢(G(v)).

« —1p(G(1))) je dokazatelna. Pak, podle definice v, existuje ditkaz (G (1))).

~

Turing: Nemiizeme rozhodovat problém zastaveni.
Sporem. TS M, ktery zastavi, pravé kdyz jeho vstup je kédem TS, ktery nezastavi na

vlastnim kédu.
« M((M)) zastavi. Pak, podle definice M, M nezastavi s vlastnim kédem na vstupu.

« M((M)) nezastavi. Pak, podle definice M, M zastavi s vlastnim kédem na vstupu. )
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule
Méjme DTS M ktery, pro jednoduchost, nikdy neskonéi abnormalné.
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule
Méjme DTS M ktery, pro jednoduchost, nikdy neskonéi abnormalné.

Sestrojime aritm. formuli ©" platnou pravé tehdy, kdyz M zastavi na slové w = aj - - - a,.
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Redukce problému zastaveni na problém platnosti aritm. formule
Méjme DTS M ktery, pro jednoduchost, nikdy neskonéi abnormalné.

Sestrojime aritm. formuli ©" platnou pravé tehdy, kdyz M zastavi na slové w = aj - - - a,.

Formule oM definuje vztah mezi stavem S(k) v kroce k vypoctu M, pozici hlavy H(k) v
kroce k, a znakem Z(k, p) v kroce k na poli pasky p:

Konkrétnéji, " specifikuje, 1) co plati na zacatku béhu, 2) jak nasledujici konfigurace zavisi
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n+1

init = S(0) = g0 AH(0) =17 Z(0,1) = AA(\ Z(0,p) = ap) A (Vp > n+1:Z(0,p) = A)

Stroj zastavi, kdyz se nékdy dostane do koncového stavu.
Pstop = Jk: S(k) = dqr
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Pro kazdou k-tou konfiguraci vypoctu, s jakoukoliv pozici hlavy p, k + 1-t4 konfigurace bude
vysledkem kroku vypoctu, ktery zavisi na momentalnim stavu g a symbolu pod hlavou a.

oA =VkVp N\ ¢(qa), kde, pokud d(q,a) = (¢, X),X € {L,R} UL, potom
qeQ,acl
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Pro kazdou k-tou konfiguraci vypoctu, s jakoukoliv pozici hlavy p, k + 1-t4 konfigurace bude
vysledkem kroku vypoctu, ktery zavisi na momentalnim stavu g a symbolu pod hlavou a.

oA =VkVp N\ ¢(qa), kde, pokud d(q,a) = (¢, X),X € {L,R} UL, potom
qeQ,acl

P(q,0) = (S(k) =aqnH(k)=pAZ(k,p)=a) =
(S(k+1)=qd)AHk+1)=p ANZ(k+1,p)=3aNA
Vp#p: Z(k+1,p) = Z(k,p))

p pokud X € ¥
kde p =< p+1 pokud X =R |, a’:{
p—1 pokud X =1L

X pokud X € &
a pokud X € {L,R} ~
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Dikaz (skoro) prvni Godely véty redukci z nezorhodnutelnosti HP

©M je platna pravé tehdy, kdyz T zastavi na w.
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Diikaz (skoro) prvni Godely véty redukci z nezorhodnutelnosti HP

©M je platna pravé tehdy, kdyz T zastavi na w.

Tedy, platnost aritmetickych formuli nemtize byt rozhodnutelna,
protoze potom by byl rozhodnutelny problém zastaveni.

IINepouzili jsme Tpa, ale podobnou logiku.

Pouzili jsme Presburgerovu aritmetiku ( Tpa bez nasobeni) obohacenou o neinterpretované
funkéni symboly (S, H, Z), pro ktera plati axiomy rovnosti. Oznacme ji Tpresp-
Neinterpretované funkce umi kédovat nasobeni: Vxy f(0,x) =0A f(y +1,x) = x + f(y, x).
Bez (S, H, Z), Cisté s Tpa (jen pomoci + a x), by to nebylo na slajd ...

( Tpresb Nemiize byt aplna, protoze pak by platnost aritm. formuli byla rozhodnutelna. )

Stejné ani zadné rozsiteni Tprespr (efektivni a bezesporné), ani jakykoliv jiny efektivni a
korektni systém charakterizujici s€itani pfirozenych &isel a neinterpretované funkce presnéji,
nemize byt aplny.
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O ¢em premysleji vrany na elektrickém vedeni

V zadném jednom efektivnim rozumném systému nemtizeme formalné
dokazat vSechno, co je pravda (napf. o prirozenych &islech).

Muzeme ale dokazovaci systémy dal vyvijet,

napf. objevovat nové axiomy, které umozni dokazat vice.

Muazeme tak ¢asem dokazat cokoliv, co je pravda?

Dvé moznosti:

1. Proces vymysleni novych axiomil a systémii je také vypoctem stroje s Turingovskou silou.
Pak je to jen komplikovany TS generujici teorémy.
Aplikuji se tedy véty o nelplnosti a nerozhodnutelnosti:
Nemiizeme dokazat kazdou platnou formuli. Existuji ,,nedokazatelné pravdy".

2. Pokud miizeme kazdou formuli nékdy néjak logicky zd@vodnit, dokazat, pak je lidské

premysleni procesem s vétsi (nebo jinou) nez Turingovskou silou, neda se formalizovat
jako efektivni a korektni systém.
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Poznamky

« Uplnost teorie implikuje rozhodnutelnost (generatorem teorémii a ditkazi).
Ne naopak. Teorie miize byt rozhodnutelné, tj., existuje algoritmus rozhodujici platnost
v teorii, a stale nedplna.

« Cista prvoradova logika s rovnosti (axiomy rovnosti: reflexivita, funkéni a predikatova
kongruence) je neiiplna (napf. jednoprvkovy vs. nekoneény model a formule
VxVy(x = y), je mozné ji zaplnit pridanim axiomu specifikujiciho velikost domény).

Je ale rozhodnutelna (Leopold Léwenheim, 1915).

+ Uplnost a ,,pfesnost definice” neni presné to stejné. Peanova aritmetika je netplna, ale
Presburgerovat aritmetika (Peanova aritmetika bez nasobeni) je Gplna. Protoze Tpa je
nedplna, ma vice modeldl, a protoze presburgerova aritmetika je podmnozinou specialnich
axiomd Tpa, musi mit také vice modeldl. Presburgerova aritmetika je ale uplna, protoze
rozdil mezi riiznymi modely se v ni neda vyjadrit.

+ Uplna teorie je rozhodnutelna generatorem teorémii/dtikazii, ale vétsinou existuje i
mnohem efektivnéjsi algoritmus. Napriklad pro Presburgerovu aritmetiku.
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Formalni versus neformalni dokazovani/premysleni

Véta
"Toto je nedokazatelna véta."

musi byt pravdiva, a tedy nedokazatelna, protoze jinak by byla dokazatelna, a to by byl
spor s korektnosti dokazovaciho systému.

* Pfirozeny jazyk je také systém se syntaxi a sémantikou a pravidly odvozovani.
* Pravé jsme v ném formulovali a dokazali vétu , Toto je nedokazatelna véta.",

« kterd je nedokazatelna ...
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