Vlastnosti trid slozitosti



k-paskove Turingovy stroje

Véta 12.1 Je-li jazyk L pfijiman néjakym k-paskovym DTS My v Case t(n), pak je také
pfijiman néjakym 1-paskovym DTS M; v ¢ase O(t(n)?).

Dukaz. (idea)

Obsah k pasek stroje M, muzeme zapsat na jednu pasku stroje M; za sebe a
oddélit je vhodnym oddélovacem. Pozici hlav M na pasce muzeme zakoédovat
vhodnym oznacenim symbold, pod kterymi se hlavy aktualné nachazeji.

Pfi simulaci kroku stroje M. stroj M; dvakrat projde paskou — pfi jednom pruchodu
zjisti znaky pod hlavami My, pfi druhém je patficne upravi.

Jestlize je na nékteré simulované pasce stroje M;. nedostatek prostoru, je
zapotrebi provést posun zbytku pasky stroje M, coz si muze opét vyzadat dva
pruchody touto paskou.

UziteCna délka pasek stroje M je ovSem omezena na t(n) a tudiz uziteCna délka
pasky stroje M, je omezena na k.t(n) + k, tj. O(t(n)).

Simulace jednoho kroku Mj, strojem M je proto v O(t(n)).
Takovych kroku se provede ¢(n) a tudiz M; pfijima L v ¢ase O(t(n)?).
O
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Determinismus a nedeterminismus

Véta 12.2 Je-li jazyk L pfijiman néjakym NTS M,, v Case t(n), pak je také pfijiman
néjakym DTS M, v &ase 2°(m),

Dukaz. (idea) Ukadzeme, jak muze M, simulovat M, v uvedeném Case:
Ocislujeme si pfechody M,, jako 1,2, ..., k.

M, bude postupné simulovat veSkeré mozné posloupnosti prechodu M,, (obsah
vstupni pasky si ulozi na pomocnou pasku, aby ho mohl vzdy obnovit; na jinou
pasku si vygeneruje posloupnost prechodu z {1, 2, ..., k}* a tu simuluje).

Vzhledem k moznosti nekonecnych vypoctu M,, nelze prochazet jeho mozné
vypocty do hloubky — budeme-li je ale prochazet do Sirky (tj. nejdriv véechny
fetézce z {1,2, ..., k}" délky 1, pak 2, pak 3, ...), ur€ité nalezneme nejkratsi
prijimajici posloupnost prechodu pro M,,, existuje-Ii.
Takto projdeme nanejvys O (k') cest, simulace kazdé z nich je v O(t(n)) a tudiz
celkem vyuzijeme nanejvy$ &as O (k'O (t(n)) = 290,

O

% Doposud nikdo nebyl schopen pfijit s polynomialni simulaci NTS pomoci DTS. Zda se
tedy, Ze nedeterminismus pfinasi znacnou vyhodu z hlediska ¢asové slozitosti vypoctu.
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% Zatimco se zda, ze nedeterminismus pfinasi zna¢nou vyhodu z hlediska ¢asové
slozitosti vypoctu, v pripadé prostorové slozitosti je situace jina:

Véta 12.3 (Savitchlv teorém) N Space[s(n)] C DSpacels®(n)] pro kazdou prostorové
zkonstruovatelnou funkci s(n) > lg n.

Dukaz. Uvazme NTS M = (Q, X, 1,9, qo, qr) rozhodujici L(M) v prostoru s(n):
Existuje £ € N zavislé jen na |Q| a |I'| takové, ze pro libovolny vstup w, M projde
nanejvys k°("™) konfiguraci o délce max. s(n).

To implikuje, Ze M provede pro w nanejvys k(") = 25(M9 k krokg.

Pomoci DTS miizeme snadno implementovat proceduru test(c, ¢, 1), ktera
otestuje, zda je mozné v M dojit z konfigurace ¢ do ¢’ v 2* krocich:
procedure test(c,c’, 1)

if (i =0) then return ((c=¢") V (c ]\I—4 c'))
else for all configurations ¢” such that |¢"| < s(n) do
if (test(c,c’;i — 1) Atest(c”,c,i— 1)) then return true
return false
Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

VSimnéme si, Ze rekurzivnim vyvolavanim test vznika strom o vySce i simulujici
posloupnosti svych listdl posloupnost 2* vypocetnich krokd.

Nyni k deterministické simulaci M postaci projit vSechny akceptujici konfigurace
cr takove, ze |cr| < s(n), a overit, zda test(co, ¢y, [s(n)lg k), kde co je poCatecCni
konfigurace.

Kazdé vyvolani test zabere prostor O(s(n)), hloubka rekurze je
[s(n)lg k| = O(s(n)) a tedy celkove deterministicky simulujeme M v prostoru
O(s*(n)).

Dodejme, Ze s(n) muze byt zkonstruovano v prostoru O(s(n)) (jedna se o
prostorove zkonstruovatelnou funkci) a tudiz neovliviuje vySe uvedené uvahy.

% Dusledkem Savitchova teorému jsou jiz dfive uvedené rovnosti:
PSPACE = NPSPACE,
k-EXPSPACE = k-NEXPSPACE.
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Prostor kontra cas

% Intuitivné mazeme fici, Zze zatimco prostor muze ruste relativné pomalu, ¢as muze rust
vyrazné rychleji, nebot’ muzeme opakované prochazet tymiz bunkami pasky — opacné
tomu byt zfejmé nemuze (nema smysl mit nevyuzity prostor).

Véta 12.4 *NSpace[t(n)] C DTime[O(1)™] pro kazdou Gasové zkonstruovatelnou
funkci t(n) > lg n.

Dukaz. D4 se pouzit do jisté miry podobna konstrukce jako u Savitchova teorému — blize
viz literatura. o*
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Viety o kompresi prostoru a zrychleni

Véta 12.5 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS N takovy, Ze

Sar(n)

2
5 +

SN(n) <

Dukaz. (ldea) Abeceda stroje N obsahuje dvojice znaku abecedy stroje M. Obsah pasky
ai,az,...,a, Stroje M pak bude reprezentovan jako

(o))

Véta 12.6 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS N takovy, ze

2

TN (n) < + 2n

Dukaz. (ldea) Stroj N si predpocita vysledky vSech moznych vypoctu délky 2 stroje M.
O
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Uzavrenost vuci doplnku

% Doplnkem tridy rozumime tridu jazyku, které jsou doplhkem jazyku dané tridy. Tedy
oznacéime-li dopInék tfidy C jako co-C, pak L € C < L € co-C. U rozhodovani problému
toto znamena rozhodovani komplementarniho problému (prazdnost x neprazdnost
apod.).

% Prostorové tridy jsou obvykle uzavreny vuci doplniku:
Veéta 12.7 *Jestlize s(n) > lg n, pak N Space(s(n)) = co-N Space(s(n)).

Dukaz. Jedna se o teorém Immermana a Szelepcsényiho — dukaz viz literatura. O

% Pro ¢asové tridy je situace jina:
Nékteré tridy jako P Ci EXP jsou uzavreny vuci doplnku.

U jinych vyznamnych tfid zGstdva otdzka uzavrenosti vici doplnku oteviena. Proto
ma smysl hovotit napf. i o tfidach jako:

co-NP ¢Ci

co-NEXP.
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Véta 12.8 Trida P je uzaviena vuci doplnku.

Dukaz. (idea) Zakladem je to, Ze ukazeme, ze jestlize jazyk L nad X maze byt prijat DTS
M v polynomialnim Case, pak také existuje DTS M’, ktery L rozhoduje v polynomialnim
Case, tj. L = L(M') a existuje k € N takové, zZe pro kazdé w € X* M’ zastavi v Case
O(|w|*):

M' na zaGatku vypocCtu uréi délku vstupu w a vypocte p(|w|), kde p(n) je polynom
urcujici slozitost pfijimani strojem M. Na specialni dodate¢nou pasku ulozi p(|w|)
symbolu.

Nasledné M’ simuluje M, pficemz za kazdy krok umaze jeden symbol z
dodateCné pasky. Pokud odebere z této pasky vSechny symboly a M by mezitim
neprijal, M’ abnormalné ukoncéi vypocet (odmitne).

M' evidentné prijme vSechny fetézce, které pfijme M na to mu staci p(n)
simulovanych kroku a neptijme v8echny fetézce, které by M nepfijal — pokud M
neprijme v p(n) krocich, nepfijme vibec. M’ v§ak vzdy zastavi v O(p(n)) krocich.

0
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Ostrost hierarchie trid

% Z dosavadniho muzeme shrnout, ze plati nasleduijici:
LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP
NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP
NEXP C EXPSPACE = NEXPSPACE C 2-EXP C 2-NEXP C ...
... C ELEMENTARY C PRC R CRE

< Rada otazek ostrosti uvedenych vztah(l pak z(istava oteviena, nicméné z tzv. teorému
hierarchie (nebudeme ho zde presné uvadét, nebot je velmi technicky — zajemci ho
naleznou v literature) plyne, Ze exponencialni ,mezery“ mezi tridami jsou ,ostré*:

LOGSPACE, NLOGSPACE C PSPACE,
P C EXP,

NP C NEXP,

PSPACE C NEXPSPACE,

EXP C 2-EXP, ...

“Bez dikazu jsme doplnili, ze ELEMENTARY C PR.
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Jazyky C-teZké a C-uplné

% AZ doposud jsme tridy pouzivali jako horni omezeni slozitosti problému. VSimnéme si
nyni omezeni dolniho — to zavedeme pomoci redukovatelnosti tridy problému na dany
problém.

Definice 12.1 Necht R je tfida funkci. Jazyk L1 C X7 je R redukovatelny (presnéji R
many-to-one reducible) na jazyk L. C X5, coz zapisujeme L <% Lo, jestlize existuje
funkce f z R takova, ze Vw € X7t w € L1 & f(w) € Lo.

Definice 12.2 Necht R je tfida funkci a C tfida jazykd. Jazyk Lo je C-téZzky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize VL € C : L <% L.

Definice 12.3 Necht R je tfida funkci a C tfida jazyku. Jazyk Lo nazveme C-Uplny

(C-complete) vzhledem k ‘R redukovatelnosti, jestlize Lo € C a Lo je C-tézky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti.
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Nejbeznejsi typy uplnosti

< Uved'me nyni nejbéznégji pouzivané typy uplnosti — vSimneme si, Ze je pouzita
redukovatelnost dostate¢né silna na to, aby bylo mozné najit iplné problémy vaci ni a na
druhou stranu nebyly prislusné tridy trivialné redukovany na jejich (mozné) podtfidy:
NP, PSPACE, EXP Uplnost je definovana vuci polynomialni redukovatelnosti (tj.
redukovatelnosti pomoci DTS pracujicich v polynomialnim ¢ase),

P, NLOGSPACE uplnost definujeme vuci redukovatelnosti v deterministickém
logaritmickém prostoru,

NEXP uplnost definujeme vuci exponencialni redukovatelnosti (tj. redukovatelnosti
pomoci DTS pracujicich v exponencialnim case).
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Polynomialni redukce

Definice 12.4 Polynomialni redukce jazyka L, nad abecedou 3; na jazyk L. nad
abecedou X5 je funkce f : X7 — X5, pro kterou plati:

1. Vwe Xl :weli & f(w) € L
2. fje vycislitelna DTS v polynomialnim Case.

Existuje-li polynomialni redukce jazyka L, na Ls, fikdme, 2e L1 se (polynomialne)
redukuje na L, a piseme L, <% Lo.

Véta 12.9 Je-li L, <% L. a L, je ve tfidé P, pak L, je ve tfidé P.

Dukaz. Necht M je TuringUv stroj, ktery provadi redukci f jazyka L; na L2 a necht
p(z) je jeho Casova slozitost. Pro libovolné w € L, vypocet f(w) vyZzaduje nanejvys
p(|lw|) krokt a produkuje vystup maximalni delky p(|w|) + |w|.

Necht M, pfijima jazyk L. v polynomialnim ¢ase daném polynomem ¢(z).

Uvazujme Turinguv stroj, ktery vznikne kompozici M ¢ M». Tento stroj prijima jazyk L, tak,
ze pro kazdé w € L, udela stroj MM, maximalne p(|w|) + q(p(|w|) + |w|) kroku, coz je
polynomem ve |w| a tedy L, lezi ve tfide P. O
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SAT-problém



Problem splinitelnosti — SAT problem

% Necht V = {v1,v2,...,vn} je konecna mnozina Booleovskych promennych (prvotnich
formuli vyrokového poctu). Literalem nazveme kazdou proménnou v; hebo jeji negaci .
Klausuli nazveme vyrokovou formuli obsahujici pouze literaly spojené vyrokovou

spojkou V (nebo).

Priklady klausuli: v1 V02, v2 Vwvs, 71 VU3V vs.

% SAT-problém |ze formulovat takto: Je dana mnozina promeénnych V' a mnozina klausuli
nad V. Je tato mnozina klausuli splnitelna?

% Kazdy konkrétni SAT-problém muzeme zakddovat jedinym fetézcem takto: Necht

V =A{v1,v2,...,vm}, kazdy literal v, zakddujeme retezcem délky m, ktery obsahuje
samé 0 s vyjimkou i-té pozice, ktera obsahuje symbol p, jde-li o literal v;, nebo n, jde-li o
literal 7;. Klausuli reprezentujeme seznamem zakddovanych literall oddélenych
symbolem /. SAT-probléem bude seznam klausuli uzavrenych v aritmetickych zavorkach.

Priklad 12.1 SAT-problém obsahuje proménné v, v2, vs a klausule vy V 3, v2 V vs,
1 V U3 V v2 bude reprezentovana retézcem: (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0).

Slozitost — p.15/7?



% OznaCme Lgsar jazyk obsahujici retézce tohoto typu, které reprezentuji splnitelné
mnoziny klausuli.

Retézec (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0) je prvkem Lsar (v1 = F,va = F,v3 =1T),
na rozdil od fetézce (p00/0p0)(n00/0p0)(p00/0n0)(n00/0n0), ktery je kddem
nesplnitelné mnoziny klausuli v1 V v2, 11 V v, v1 V U2, 11 V V3.

< Pfitazeni pravdivostnich hodnot budeme reprezentovat fetézcem z {p,n} ", kde p v i-té
pozici predstavuje pfifazeni v; ~ true a n v i-té pozici predstavuje prifazeni v; ~ false.

% Pak test, zda urcité hodnoceni je modelem mnoziny klausuli (mnozina klausuli je pro
toto hodnoceni spinéna), je velmi jednoduchy a ilustruje ho obrazek:

—false—n np

nnp nnp

\

(POO/ON0) (Op0/00p)  (NOO/O0N/OpPO)
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< Na uvedeném principu muzeme zkonstruovat nedeterministicky Turingav stroj, ktery
prijima jazyk Lsar v polynomialnim case. Zvolime 2-paskovy Turinguv stroj, ktery:
1. zacCina kontrolou, zda vstup reprezentuje mnozinu klausuli,
2. na 2. pasku nageneruje retézec z {n, p}™ nedeterministickym zpusobem,
3. posouva hlavu na 1. pasce a testuje, zda pro dané ohodnoceni (na 2. pasce) je
mnozina klausuli splnitelna.

Tento proces muze byt snadno implementovan s polynomialni slozitosti pfijeti v zavislosti
na délce vstupniho fetézce a tedy Lsar € NP.

% Princip ,guess & check® pouzity vySe se ¢asto uziva pri ukazani clenstvi v NP.

Véta 12.10 Cookuyv teorém: Je-li L libovolny jazyk z NP, pak L <% Lgar.

Hlavni myslenka dukazu: Protoze L € N P, existuje nedeterministicky Turinguv stroj M a
polynom p(z) tak, Zze pro kazdé w € L stroj M pfijima w v maximalné p(|w|) krocich.
Jadro dukazu tvori konstrukce polynomiélni redukce f z L na Lsar: Pro kazdy retézec
w € L bude f(w) mnozina klausuli, které jsou splnitelné, prave kdyz M pfijima w.
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NP-upine jazyky

% Po objeveni Cookova teorému se ukazalo, ze mnoho dalSich NP jazyku ma vlastnost
podobnou jako Lsar, t.j. jsou polynomialnimi redukcemi ostatnich NP jazyku.

% Tyto jazyky se — jak jiz vime — nazyvaji NP-uplné (NP-complete) jazyky.

% Kdyby se ukazalo, zZe libovolny z téchto jazyku je v P, pak by muselo platit P = NP;
naopak diukaz, Zze néktery z nich lezi mimo P by znamenalo P C NP.
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Viyznacne NP-upinée problemy

Satisfiability: Je boolovsky vyraz spinitelny?

Clique: Obsahuje neorientovany graf kliku velikosti £?

Vertex cover: Ma neorientovany graf dominantni mnozinu mohutnosti k?
Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovskou kruznici?
Colorability: Ma neorientovany graf chromatické Cislo k7

Directed Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovsky cyklus?
Set cover: Je dana tfida mnozin Sy, Se, ..., S,. Existuje podtfida £ mnozin
Sirs Sigs -, S, takova, ze s, Si; =UT_, S5 ?

Exact cover: Je dana tfida mnozin S1, S, ..., S,. Existuje mnozinové pokryti (set
cover) tvorené podtfidou po dvojicich disjunktnich mnozin?
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Priklad na analyzu slozitosti |

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokové formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &, (v) # ®2(v)}.

Poznamka: ®;(v) € {true, false} oznacuje, zda je formule ®; pravdiva pfi valuaci
proménnych o.
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Priklad na analyzu slozitosti |

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokové formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &, (v) # ®2(v)}.

Poznamka: ®;(v) € {true, false} oznacuje, zda je formule ®; pravdiva pfi valuaci
proménnych o.

Nejdfive ukdzeme, Z2e Lyg € EXP.

Sestrojime DTS M, t.2. L(M) = Lyg a M pracuje v exponencialnim case.

M postupné generuje (napf. v lexikografickém poradi) jednotlivé valuace v
promennych z formule ®; a o-.

Pro kazdou valuaci v M vyhodnoti ®;(v) a ®2(v) (linearni prichod obéma
formulemi).

Pokud &, (v) # ®2(v), tak M akceptuje. Pokud proSel vSechny valuace a
neakceptoval, tak zamitne.

Pokud ®; a &, obsahuje n proménnych, pak existuje 2™ riznych valuaci. Slozitost
M je tedy vO(2" - n) C O (2°") C EXP.
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Priklad na analyzu slozitosti |l

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokové formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &, (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Lyg € NP.

Sestrojime NTS M, t.z. L(M) = Lyg a M pracuje v polynomialnim Case.

M nedeterministicky zvoli (uhadne) valuaci v proménnych z formule ®; a ®-.
M vyhodnoti ®1(v) a ®2(v) (linearni pruchod obema formulemi).

Pokud &, (v) # ®2(v), tak M akceptuje. V opacném pripade zamitne.
Slozitost M je tedy v O(n). Ukazali jsme, ze pro Ly g existuje polynomialni
verifikator.

Pfipomenme, ze Lyr € EXP plyne taktéZ pfimo z Lyg € NP.
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Priklad na analyzu slozitosti Il

Najdéte co nejmensi k takové, aby platilo
a) LcDTIMER®] = {we€ X" |Jw,wz,ws € Lt.2. w = wiwaws} € DTIM E[n*]
b) L€ DTIME[n®] = {w € X* | 3w, w2, w3 € Lt.2. w = wiwaws} € NTIME[n"].

Uvedte hlavni mysSlenku dukazu (zahrnujici konstrukci pozadovaného Turingova stroje a
jeho Casovou analyzu), Ze pro nalezené k implikace plati. Nedokazujte minimalitu .
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Priklad na analyzu slozitosti Il

Najdéte co nejmensi k takové, aby platilo
a) LcDTIME[n?] = {w e X* | Jwi,we,ws € Lt2 w=wiwaws} € DTIME[n"]
b) L€ DTIME[n®] = {w € X* | 3w, w2, w3 € Lt.2. w = wiwaws} € NTIME[n"].

Uvedte hlavni mysSlenku dukazu (zahrnujici konstrukci pozadovaného Turingova stroje a
jeho Casovou analyzu), Ze pro nalezené k implikace plati. Nedokazujte minimalitu .

Oznac¢ime L' = {w € ¥* | Jw1, w2, w3 € L t.Z. w = wiwaws}

a) Sestrojime DTS M’ akceptujici M'. M’ systematicky prochazi vSechny rozdéleni
vstupniho slova w (Jw| = n) na podslova w1, w2 a ws (tj. w = wiwsws). Téchto rozdéleni
je O(n?) (potfebujeme umistit 2 "zarazky"). Konstrukce kazdého rozdéleni je v O(n). Pro
kazdé rozdeéleni zkontrolujeme, zda w, € L Aws € L AN ws € L, tj. 3-krat volame DTS M,
ktery akceptuje L v O(n?). Celkové sloZitost M’ je: O(n?) - (O(n) + 3 - O(n?)) = O(n°).
Tudiz k = 5.

b) Sestrojime NTS M’ akceptujici M'. M’ nedeterministicky rozdéli vstupni slovo w na
podslova w1, w2 a ws (1j. w = wiwows). Toto rozdéleni zkonstruuje a ovéri pozadovanou
vlastnost (tj. w1 € LAw2 € L Aws € L) vO(n) +3-0(n®) atudiz celkové sloZitost M’ je
v O(n?). Tudiz k = 3.
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Priklad na polynomialni redukci

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokové formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &, (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Ly g je NP-tezky coz ndm s predchozim dukazem da NP-uplnost.
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Priklad na polynomialni redukci

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokové formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &, (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Ly je NP-tezky coz nam s predchozim dukazem da NP-Uplnost.
Ukazeme, ze Lsar <7 Lng.Bez ztraty na obecnosti uvazme, ze

Lsar = {® | ® je vyrokova formule v konjunktivni normalni forme,

pro kterou existuje valuace promennych v takova, ze ®(v) = true}

Sestrojime funkci f (vycCislitelnou DTS v polynomialnim ¢ase), pro kterou plati
f(®)=(®1,P2)a® € Loar < (®1,P2) € LnE.

Staci polozit ; = ® a 2 = =1 A 71 (21 je proménna a tudiz &, je kontradikce).
® € Lsar = Jv: ©1(v) = true A 2(v) = false = (P1,P2) € LyE

) Q Lsar = Vv : (I)l(’l_J) = false = (I)Q(’I_J) = (@1,@2) Q LNE
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Priklady analyzy slozitosti mimo
Turingovi stroje
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Reprezentace grafu

Graf G =

(V, E), kde V' je mnoZina vrcholl a E je mnozina hran

neorientovany graf: £ = {{u,v} |u,v € V Au # v}

orientovany graf: £ = {(u,v) | u,v € V'}

% Jak efektivné reprezentovat £

seznam hran

matice sousednosti
seznam nasledniku
mnozina nasledniku

prostor
O(|E)
O(|V[*)

O(VI[+[E])
O(lV] + |E])

dotaz na hranu mezi u, v
O(|E])

O(1)

) < O(|V))

< O(|V])

O(deg(u)
O(log(deg(u))

* deg(u) znaci pocCet naslednikl vrcholu w (vystupni stupen).

vrat nasledniky

O(|E])

% Poznamka: V pripadé reprezentace pomoci mnoziny nasledniku, slozitost dotazu na
hranu zalezi na datové strukture pouzité pro reprezentaci mnoziny (stromy, hashovaci
tabulka). Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze dotaz na hranu umime v O(1).
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Problém: Je dany graf souvisly: Vu,v € G : cesta(u,v)

cesta(vi, vy, ) < 3 posloupnost viejvzes . ..en_1v, (V1 <i<n:e; ={vi,vit1} Ne; € E

< Naivni algoritmus

s := randomNode(G)
reach := {s}, new := true

while new do

new := false

foreach {u,v} € E do

if |[{u,v}Nreach| =1 then
reach := reach U {u,v}

new = true
return V = reach
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Naivni algoritmus

s := randomNode(G)
reach := {s}, new := true

while new do

new := false

foreach {u,v} € E do

if |[{u,v}Nreach| =1 then

reach := reach U {u,v}

new = true
return V = reach

% Slozitost: O(|V| - |E|)
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Asymptoticky optimalni algoritmus

foreach v € V do v.visited := false

s := randomNode(G), s.visited := true, reach := {s}
().enqueue(s)

while Q).notEmpty() do

v := ).dequeue()

foreach u € Adj(v) do

if wu.visited = false then

u.visited := true, reach := reach U {u}

Q.enqueue(u)
return V = reach
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Souvislost v neorientovaném grafu

% Asymptoticky optimalni algoritmus

foreach v € V do v.visited := false

s := randomNode(G), s.visited := true, reach := {s}
().enqueue(s)

while Q).notEmpty() do

v := ).dequeue()

foreach u € Adj(v) do

if wu.visited = false then

u.visited := true, reach := reach U {u}

Q.enqueue(u)
return V = reach

% Slozitost: O(|V| + |E|)
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Rozklad orientovaného grafu na silné souvislé komponenty

- e -~
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Naivni algoritmus

SCC =)

while |V| # 0 do

s := randomNode(G)

FWD := Reach(s,G) // states reachable from s including s
BW D := Reach(s,G!) // on transposed G (backward edges)
C:=FWDnNnBWD

SCC :=5SCCuU{C}

V.=V\C
return SCC

Slozitost — p.34/77



Rozklad na silne souvislé komponenty

% Naivni algoritmus

SCC =)

while |V| # 0 do

s := randomNode(G)

FWD := Reach(s,G) // states reachable from s including s
BW D := Reach(s,G!) // on transposed G (backward edges)
C:=FWDnNnBWD

SCC :=5SCCuU{C}

V.=V\C
return SCC

% Slozitost: O((|V| + |E|) - [V])
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Rozklad na silne souvislé komponenty

% Tarjanuv algoritmus — modifikace DFS

% Zactnéme s DFS, ktery pro kazdy vrchol pocita ¢as navstévy (v.time)

Function Main(G) .
foreach v € V do v.time = —1 Function DFS(v € V>
gTime := 0 foreach u € Adj(v) do
foreach v € V do if w.time := —1 then
if v.time = —1 then glime := glime + 1

o | | .
glime := glime + u.time := gTime

v.time := gTime
DFS(u)

DFS(v)

< Slozitost: O(|V| + |E|)
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Tarjanuv algoritmus

< Budeme pocitat v.low and udrZovat zasobnik vrchold, které nejsou v SCC.
v.low = min{u.time | Reach(v,u) a u byl objeven beéhem volani DFS(v) }

Function DFS(v € V)

Function Main (Q) foreach u € Adj(v) do
foreach v € V do if wu.ttme = —1 then
gITi%Zi':rieO: -1 gl'ime := glime + 1
foreach v € V do u.time := u.low := gTime
if v.time = —1 then stack.push(u)

glime := glime + 1
. . DFS(u)
v.time := glime

vlow := gTime v.low := min{v.low, u.low}

stack.push(v) else if u € stack then
DFS(v) ‘ v.low = min{v.low, u.time}
return SCC's if v.time = v.low then pop the stack

down to v to create new SCC
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Tarjanuv algoritmus

< Budeme pocitat v.low and udrZovat zasobnik vrchold, které nejsou v SCC.
v.low = min{u.time | Reach(v,u) a u byl objeven beéhem volani DFS(v) }

Function DFS(v € V)

Function Main (Q) foreach u € Adj(v) do
foreach v € V do if wu.ttme = —1 then
gITi%Zi':rieO: -1 gl'ime := glime + 1
foreach v € V do u.time := u.low := gTime
if v.time = —1 then stack.push(u)

glime := glime + 1
. . DFS(u)
v.time := glime

vlow := gTime v.low := min{v.low, u.low}

stack.push(v) else if u € stack then
DFS(v) ‘ v.low = min{v.low, u.time}
return SCC's if v.time = v.low then pop the stack

down to v to create new SCC

% Slozitost: O(|V| + |E])
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, Ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =, w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dand)
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, Ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =, w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dand)
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =, w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dand)

foreach derivation treel in G of the depth pdo

if leafs of T form w then
| return true
return false
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Uvazme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) v CNF a slovo w.
% Plati, ze w € L(G)?

< Pfipomenme, Ze pokud w € L(G) pak S =, w A p = 2|w| — 1 (délka odvozeni je dand)

foreach derivation treel in G of the depth pdo

if leafs of T form w then
| return true
return false

« Slozitost: 29D algoritmus projde v&echny odvozeni s délkou O(|w|)
pfipomenme
20U (M) — fg(n) e Fl3ee R Inp e NVn e N:n > ng = g(n) < 297"

pro jednoduchost zanedbavame |P)|
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus (dynamické programovani)

% Hlavni myslenka: pro kazdé neprazdné podslovo u slova w (zac¢ina na indexu i a ma
délku j) spocCitame mnozinu vSech neterminall z kterych Ize « odvodit

Ti,j — {X eN | S :>2; Wi Wi41 - ..’wi_|_j_1}

% Piklad

S—AB|SS|a

A— AA| BC|a

B — AB|b j
C —SA|b

- N W b
w

w = abaa
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Prislusnost do bezkontextoveho jazyka

% Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus (dynamické programovani)

% Hlavni myslenka: pro kazdé neprazdné podslovo u slova w (zac¢ina na indexu i a ma

délku j) spocCitame mnozinu vSech neterminall z kterych Ize « odvodit

1i,; = {X e N | S :>2; WiWi41 - - .’wi_|_j_1}

% Piklad

S— AB|SS|a
A— AA| BC|a
B — AB |b
C — SA|b

w = abaa

@ w E L(G) JGIlkOé S e T1,4

- N W A

1 i
S,CA|l 2
S,C| A 3
S,B|l () |S.CAl 4
S, A|B,C|SA |SA
a b a a
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus

Vstup: gramatika G = (N,%x,P,S) v CNF slovo w = w; ...

Vystup: mnoziny T;; ={X e N | X =" w;... Wi 1}

for i+ 1to ndo
Tiq <0
for kazdé pravidlo tvaru (A — a) € P do
ifa=wthenT;; < T;1 U{A}
od
od
forj < 2to ndo
fori+1ton—j+1do
T,'J(-(Z)
for k « 110/ 1do
for kazdé pravidlo tvaru (A — BC) € Pd

ifBeTix N CeTikj_kthenT;; < T;;U{A}

Wp # €
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Cocke-Younger-Kasami algoritmus

Vstup: gramatikag = (N,%X,P,S)vCNF slovow =w;...w, #¢
Vy’StUp: mnoiiny T,’J — {X eN | X="w... W,'+j_1}

fori+ 1to ndo
Tiq <0
for kazdé pravidlo tvaru (A — a) € P do
ifa=wthenT;; < T;1 U{A}
od
od
forj < 2to ndo
fori< 1ton—j+1do
T,‘J(-@
fork< 1toj—1do
for kazdé pravidlo tvaru (A — BC) € Pdo
ifBeTix N CeTikjrthenT; ;< T;;U{A}

% Slozitost: O(|w]?)

opét zanedbavame |P| —jinak O(Jw|® - | P|)
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Univerzalita NKA

< Pro dany nedeterministicky konecny automat A = {Q, X, §, so, F'} rozhodni zda

L(A) # %"

< Naivni algoritmus

Construct deterministic finite automaton A’ such that L(A) = L(A');

if ezists in A’ a path from {so} to S where F NS =(then
| return true

else
| return false
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Univerzalita NKA

< Pro dany nedeterministicky konecny automat A = {Q, X, §, so, F'} rozhodni zda

L(A) # %"

< Naivni algoritmus

Construct deterministic finite automataon A’ such that L(A) = L(A');

if ezists in A’ a path from {so} to S where F NS =(then
| return true

else
| return false

< Prostorova sloZitost: 2°(1<QD

deterministicky automat muze mit az exponencialni pocet stavu
dale si musime ulozit prechodovou relaci

< Casova slozitost: 2°(<D

hledani neakceptujici cesty v exponencialné velkém automatu
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Univerzalita NKA

< Pro dany NKA A = {Q, %, 9, so, F'} rozhodni zda L(A) # X*.

% Algoritmus pracujici v nedeterministickém polynomialnim prostoru
on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

counter := 0;
makroState := {so};

while counter < 21?1 do

if makroState N F = () then
| return true

a := nondeterministically choose from >;

makroState := qumakzroState o(q,a);

counter := counter + 1;
return false
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Univerzalita NKA

< Pro dany NKA A ={Q, X, 4, so, F'} rozhodni zda L(A) # ¥*.

% Algoritmus pracujici v nedeterministickém polynomialnim prostoru

on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

counter := 0;
makroState := {so};

while counter < 21?1 do

if makroState N F = 0 then
| return true

a := nondeterministically choose from >;
makroState := qumakroState 4(q,a);

counter := counter + 1;

return false

% Prostorova slozitost: O(|Q|) € NPSPACE = PSPACE

pamatujeme si jen 2 makrostavy (kazdy max |Q|) a counter (log(2'?!) € O(|Q|))
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Univerzalita NKA

< Pro dany NKA A ={Q, X, 4, so, F'} rozhodni zda L(A) # ¥*.

% Algoritmus pracujici v nedeterministickém polynomialnim prostoru

on-the-fly determinizace
uhodnuti neakceptujici cesty

counter := 0;
makroState := {so};

while counter < 21?1 do

if makroState N F = 0 then
| return true

a := nondeterministically choose from >;

makroState := U, cmarrostate 9(a @);

counter := counter + 1;
return false

< Casova slozitost stale v 2€(<«D

pozor neni v NP, jelikoz délka cesty muze byt exponencialni k |Q| — jeji ovéreni

neniv P
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*Priklady slozitosti problému*
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% Priklady LOGSPACE problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v neorientovaném grafu.

% Priklady NLOGSPACE-Uplnych problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v orientovaném grafu,

2-SAT (SATisfiability), tj. splnitelnost vyrokovych formuli tvaru konjunkce disjunkci
dvou literalu (literal je vyrokova proménna nebo jeji negace), napf.
(561 V —ILE3) A\ (—|CCQ V 1173).

% Priklady P-uplnych problému:

splnitelnost konjunkce Hornovych klauzuli (p Ag A ... At) = u, kde p, g, ... jsOu
atomické formule vyrokové logiky (vyrokové promenné),

nerozhodnutelné v predikatové podobé

nalezitost retézce do jazyka bezkontextové gramatiky: algoritmus ,CYK*® zalozeny
na dynamickém programovani (Cocke, Younger, Kasami) — O(n?),

topologické usporadani — poradi uzlt pfi prachodu grafem do hloubky (pro dané
fazeni primych nasledniku).
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% Priklady NP-uplnych problému:

splnitelnost Booleovskych formuli (SAT, 3SAT)
fada grafovych a mnozinovych problému (viz vyse)
problém obchodniho cestujiciho,

.knapsack” — mame polozky s vahou a hodnotou, maximalizujeme hodnotu tak,
aby vaha neprekrocila uréitou mez.

% Priklady co-NP-Uplnych problému:

ekvivalence regularnich vyrazu bez iterace.
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% Pfiklady PSPACE-Uplnych problému:
ekvivalence regularnich vyrazu,
nalezitost retézce do jazyka kontextové gramatiky,
inkluze jazyku nedeterministickych koneCnych automatu,

model checking formuli linearni temporalni logiky (LTL — vyrokova logika doplnéna
o temporalni operatory until, always, eventually, next-time) vuci velikosti formule.

% Pfiklady EXP-uplnych problému:
inkluze jazyka bezkontextové gramatiky v jazyce NKA (opa¢na C nerozh.),

inkluze nedeterministickych kone¢nych stromovych automatu, zobecnujicich
prechody KA do podoby p — (q1,. .., qn),

inkluze pro tzv. visibly push-down jazyky (operace push/pop, které provadi
pfijimajici automat, jsou soucasti vstupniho retézce),

nejlepsi tah v Sachu (zobecnéno na Sachovnici n x n),

model checking procesu s neomezenym zasobnikem (rekurzi) vuci zafixované
formuli logiky vétviciho se ¢asu (CTL) — tj. EXP ve velikosti procesu.

% Priklady EXPSPACE-Uuplnych problému:
ekvivalence regularnich vyraz( doplnénych o operaci kvadrat (ij. r2).
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+ k-EXP / k-EXPSPACE:

rozhodovani splnitelnosti formuli Presburgerovy aritmetiky — tj. celoCiselné
aritmetiky se sc¢itanim, porovnavanim (ne nasobenim — to vede na tzv. Peanovu
aritmetiku, ktera je jiz nerozhodnutelna) a kvantifikaci prvniho radu (napf.
Ve,y:x < x4+ y) je problem, ktery je v 3-EXP (2-EXPSPACE-uplny).

% Problémy mimo ELEMENTARY::
ekvivalence regularnich vyrazi doplnénych o negaci,

rozhodovani splnitelnosti formuli logiky WS1S — celoCiselna aritmetika s operaci
+1 a kvantifikaci prvniho a druhého fadu (tj. pro kazdou/existuje hodnota, resp.
mnozina hodnot, takova, ze ... —napf. dA:Vx € A:z + 1 & A),

verifikace dosazitelnosti v tzv. Lossy Channel Systems — procesy komunikujici pres
neomezenou, ale ztratovou frontu (cokoliv se muze kdykoliv ztratit).

Slozitost — p.56/7 ?



*Prvociselny rozklad”

% Problém rozkladu daného celého Cisla na soucin prvocisel.

< Velmi dulezity problém pro kryptografii.

% Vise, Ze je v NP N co-NP.

% Nevi se, zda je v P, ani zda je NP-uplny.

% Existuje polynomiélni algoritmus pro test je dané Cislo prvocislo.

% Existuje polynomialni algoritmus pro kvantové pocitace, ktery pocita rozklad.
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